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Введение 

 

Актуальность темы диссертации.  

Качественное изменение технологических процессов и продукции предпри-

ятий текстильной и легкой промышленности, востребованной рынком, обеспечи-

вается внедрением новых средств автоматизации технологических и вспомога-

тельных операций, транспортно-складских систем. Комплексная автоматизация 

производства основана на создании и внедрении робототехнических систем и 

комплексов технологического транспорта.  

При этом автоматизация транспортных операций, должна охватывать связи 

не только между оборудованием, но и между технологическими комплексами и 

переходами. При этом необходимо учитывать, чтобы уровень автоматизации ос-

новных технологических процессов соответствовал уровню автоматизации вспо-

могательных и транспортных операций. 

На предприятиях текстильной и легкой промышленности на одну техноло-

гическую операцию приходится 3 – 6 транспортных, при этом на операциях по 

перемещению грузов на транспортных и складских работах занято 20-30% рабо-

тающих на предприятии, а доля затрат труда составляет 30-40%. 

В текстильной промышленности наиболее полно механизированы и автома-

тизированы технологические операции прядильного и ткацкого производства. 

Ручными в этих производствах являются вспомогательные операции. В производ-

стве легкой промышленности общим является большое количество складских 

операций, транспортировка сырья со склада в цеха и готовых изделий на склад.  

При создании роботизированных систем и комплексов в текстильной и лег-

кой промышленности необходимо учитывать максимальную гибкость производ-

ства, быструю перенастраиваемость на выпуск различных видов продукции на 

одном и том же оборудовании. 

В настоящее время в состав большинства робототехнических комплексов на 

предприятиях текстильной и легкой промышленности входят промышленные ро-

боты последовательной структуры с различным числом степеней свободы. 
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Одной из основных мировых тенденций современной робототехники явля-

ется создание пространственных манипуляционных механизмов параллельной 

структуры. Об этом свидетельствуют большое количество научных публикаций и 

выступлений на международных и всероссийских конференциях.  

Данный класс манипуляционных механизмов широко применяется в раз-

личных отраслях промышленности в измерительных, технологических, обрабаты-

вающих, ориентирующих устройствах. Эти механизмы имеют особые свойства, 

отличающиеся от механизмов последовательной структуры. В манипуляционных 

механизмах параллельной структуры выходное звено соединено с основанием не-

сколькими кинематическими цепями. Многоподвижная замкнутая  кинематиче-

ская цепь механизма обеспечивает большую жесткость его конструкции, грузо-

подъемность и точность, что приводит к уменьшению размеров и масс подвиж-

ных звеньев. Кроме того, в таких механизмах приводы располагаются на внешней 

поверхности по отношению к выходному звену и кинематическим цепям, что по-

зволяет использовать их в экстремальных средах. 

Несмотря на широкое развитие манипуляционных механизмов параллель-

ной структуры, они не применяются на предприятиях текстильной и легкой про-

мышленности.  

Исходя из изложенного, можно утверждать, что разработка комплексного 

подхода к созданию механизмов параллельной структуры различных классов для 

использования на предприятиях текстильной и легкой промышленности является 

актуальной проблемой. 

Целью диссертации является разработка научных и методологических ос-

нов конструирования манипуляционных механизмов параллельной структуры для 

плоских, вращательных, поступательных движений на основе комплексного ре-

шения проблем структурно-параметрического синтеза, кинематического и дина-

мического анализа, разработки алгоритмов управления и анализа точности. 

Для достижения поставленной цели в диссертационной работе решаются 

следующие задачи: 
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1. Анализ возможного применения механизмов параллельной структуры в 

текстильной и легкой на основе исследования операций, проведение классифика-

ции механизмов параллельной структуры для плоских, поступательных и враща-

тельных движений с точки зрения их применимости для легкой промышленности. 

2. Формирование принципов структурно-параметрического синтеза пло-

ских, поступательно-направляющих и сферических механизмов параллельной 

структуры для механизмов с тремя степенями свободы и их классификация. 

3. Разработка методологии комплексного решения задачи кинематики с уче-

том сингулярностей и точности. 

4. Исследование динамических свойств механизмов с учетом взаимного 

влияния между степенями свободы на основе анализа нелинейных колебаний. 

5. Разработка критериев особых положений и определение собственных 

частот вблизи вырожденных конфигураций. 

6. Разработка алгоритма управления механизмом на основе динамических 

свойств, в том числе при переходе через области особых положений. 

7. Разработка конструкций и физических моделей механизмов и экспери-

ментальное исследование их свойств. 

Научная новизна 

1. Впервые разработаны научные и методологические основы проектирова-

ния механизмов параллельной структуры, базирующиеся на структурно-

геометрическом синтезе и анализе связей, налагаемых кинематическими цепями.  

2. Впервые разработаны ряды механизмов на основе кинематического ана-

лиза манипуляционных механизмов параллельной структуры. Сопоставлены ре-

зультаты, полученные на основе дифференцирования уравнений связей и анализа 

кинематических и силовых винтов. Показано соответствие этих подходов. 

3. Впервые проведены теоретические и экспериментальные исследования 

параметров механизмов параллельной структуры на основе критериев особых по-

ложений. Сопоставлены результаты определении особых положений, полученные 

на основе динамического и кинематического критериев. 
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4. Впервые разработаны методологические основы формирования количест-

венной и качественной характеристик  механизмов параллельной структуры в за-

висимости от функционального назначения на основе разработанной методологии 

анализа кинематической и динамической точности движения по заданному зако-

ну. 

5. Впервые разработаны научные основы повышения производительности 

механизмов параллельной структуры на основе сформированных алгоритмов 

управления манипулятором параллельной структуры, основанные на минимиза-

ции ошибок по положению, скорости и ускорению. Этот алгоритм проанализиро-

ван с точки зрения устойчивости и точности движения по заданному закону. 

6. Впервые исследованы процессы динамики манипуляционных механизмов 

параллельной структуры, связанные с взаимным влиянием между степенями сво-

боды. Эти динамические свойства проанализированы применительно к нелиней-

ным колебаниям. 

7. Разработаны конструкции действующих моделей механизмов параллель-

ной структуры и проведено экспериментальное исследование их характеристик. 

Теоретическая значимость определена тем, что в работе создан комплекс-

ный подход к созданию манипуляционных механизмов параллельной структуры 

для плоских, вращательных, поступательно-направляющих механизмов. 

Практическая значимость обусловлена тем, что: 

- синтезированы механизмы для конкретных технических задач, выполняе-

мых в текстильной и легкой промышленности, а также в других отраслях; 

- разработан комплекс алгоритмов и программ для решения задач кинема-

тики и динамики, на основании которых получены алгоритмы и программы 

управления этими манипуляционными механизмами; 

- приведены анализы функциональных возможностей с учетом особых по-

ложений, точности данных механизмов; 

- разработаны конструкции и проведены исследования натурных образцов 

механизмов параллельной структуры различных классов; 

- приведены рекомендации по проектированию механизмов. 
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Полученные  результаты расширяют области применения данных механиз-

мов и предназначены для их использования в текстильной легкой промышленно-

сти, а также в медицинской, космической, транспортной, обучающей, металлооб-

рабатывающей робототехнике. 

Методология и методы исследования.  

При решении поставленных задач были использованы методы теории ма-

шин и механизмов, теоретической механики, дифференциального исчисления, 

матричного исчисления, аналитической и численной геометрии, методы класси-

фикации, теории автоматического управления, теории колебаний, аппарата вин-

тового исчисления, теории точности, математического и компьютерного модели-

рования. 

Положения, выносимые на защиту: 

- классификация механизмов параллельной структуры для плоских, посту-

пательных и вращательных движений с тремя степенями свободы на основе 

структурно-геометрического синтеза; 

- создание рядов механизмов различных классов – плоских, поступательно-

направляющих, сферических; 

- методика и результаты расчетов кинематических характеристик механиз-

мов различных классов, включающие решение задач о положении, скоростях, ус-

корениях, точности, определение сингулярностей. 

- результаты анализа динамических свойств механизмов, в том числе пара-

метры нелинейных колебаний механизмов параллельной структуры; 

- динамический критерий особых положений; 

- алгоритмы управления механизмами параллельной структуры, в том числе 

в области особых положений; 

- параметры экспериментальных моделей механизмов, их конструкций и 

свойств. 

Достоверность результатов диссертации обусловлена использованием об-

щепринятых допущений, корректностью математических выкладок и доказа-
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тельств, частичной проверкой аналитических результатов путем численного и на-

турного экспериментов. 

Апробация результатов.  

Основные положения доложены и обсуждены на конференциях: 

- международная научно-техническая конференция «ТЕКСТИЛЬ–2010», 

(2010, Москва, МГТУ им А.Н. Косыгина),  

- международная научно-техническая конференция «ТЕКСТИЛЬ–2011» 

(2011, Москва, МГТУ им А.Н. Косыгина),  

- международная научно-техническая конференция «ТЕКСТИЛЬ–2012» 

(2012, Москва, МГТУ им А.Н. Косыгина), 

- XXII Международная инновационно-ориентированная конференция моло-

дых ученых и аспирантов (МИКМУС-2010) (Москва, ИМАШ РАН, 2010), 

- XVII международный семинар «Технологические проблемы прочности» 

(2010, Подольск, МГОУ), 

- XXIII Международная инновационно-ориентированная конференция мо-

лодых ученых и аспирантов (МИКМУС-2011) (Москва, ИМАШ РАН, 2011), 

- Международная научно-практическая конференция «Современные науко-

емкие технологии и перспективные материалы текстильной и легкой промышлен-

ности» Прогресс-2013 (Иваново, ИГТА, 2013), 

- Х Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоретической и 

прикладной механики (Н. Новгород, НГУ им Н.И. Лобачевского, 2011), 

- XVII симпозиум «Динамика виброударных (сильно нелинейных) систем» 

(Клин, 2012),  

- IX Всероссийской конференции «Нелинейные колебания механических 

систем» (Н. Новгород, НГУ им Н.И. Лобачевского, 2012), 

- 13th World Congress in Mechanism and Machine Science, (Guanajuato, 

Меxico, 2011), 

- EUCOMES 2012 – 4th European conference on mechanism science (Santander, 

Spain, 2012), 
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- 3th IFTOMM International Symposium on Robotics and Mechatronics. (Singa-

pore, 2013), 

- ROMANSY 2014 – ХХ CISM-IFToMM Symposium on theory and practice of 

robots and manipulators. (Russia, Moscow, 2014)  

Практическая значимость работы подтверждена актами апробации на тек-

стильном предприятии ООО «Тексфо», обувной фабрики ЗАО «Парижская ком-

муна». Также результаты в области проектирования, синтеза и разработанные ал-

горитмы решения задач кинематики, динамики и управления манипуляционными 

механизмами параллельной структуры использованы в проектах ФГБУН ФИАН 

им П.Н.Лебедева РАН. 

Публикации.  

По результатам выполненных исследований опубликовано 42 работы, в том 

числе 17 статей в журналах, входящих в перечень рецензируемых журналов ВАК, 

6 статей в зарубежных журналах, 3 патента на изобретение, 3 патента на полез-

ную модель, монография. 

Объем и структура диссертации.  

Диссертационная работа состоит из введения, семи глав, заключения, спи-

ска литературы из 244 наименований. Объем диссертации составляет 292 страни-

цы, включая 141 рисунок и 8 таблиц. 
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ГЛАВА 1. РОБОТОТЕХНИКА В ТЕКСТИЛЬНОЙ И ЛЕГКОЙ  

ПРОМЫШЛЕННОСТИ И ПЕРСПЕКТИВЫ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ  

МЕХАНИЗМОВ ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ 

 

В настоящей главе показаны примеры использования промышленных робо-

тов в текстильной и легкой промышленности. Рассмотрены манипуляционные ме-

ханизмы параллельной структуры для поступательных, вращательных и сфериче-

ских движений, а также примеры их применения в различных отраслях промыш-

ленности. Приведены методы исследования пространственных механизмов парал-

лельной структур.  

.  

1.1. Промышленные роботы и манипуляционные механизмы 

в системах технологического транспорта предприятий  

текстильной и легкой промышленности 

 

На предприятиях текстильной и легкой промышленности применяются раз-

личные средства автоматизации на технологических процессах и операциях [1, 14, 

23,  53, 97, 98]. На одну технологическую операцию приходятся 3–6 транспорт-

ных операций. Эти операции выполняют технологические и транспортные робо-

ты. 

 В текстильной промышленности применяются разнообразные промыш-

ленные роботы-манипуляторы. В прядильном производстве, роботы применяются 

для съема бобин с прядильных машин. Они обладают некоторыми особенностя-

ми. Движения робота должны быть плавными и точными, с невысокой грузоподъ-

емностью. Исполнительный орган должен взаимодействовать с технологическим 

оборудованием, а для обслуживания нескольких машин для него создают транс-

портную линию. 

Робот типа ЭМУ применяется в прядильном производстве [53]. Робот ЭМУ-

Э1 обладает шестью степенями свободы при грузоподъемности до 3,5 кг и уни-

версальной  системой управления (рис.1.1). Этот робот может работать в сложной 
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пространственной зоне, обходить препятствия, обеспечивать доступ к объекту 

манипулирования с различных сторон. Используется этот манипулятор для съема 

поковок на прядильном производстве.  

                 

а)     б) 

Рис. 1.1. Кинематическая схема ЭМУ-Э1 

а – компоновочная схема,  

б – кинематическая схема 

 

 Робот ЭМУ-Э2 предназначен для манипулирования с крупногабаритными 

объектами цилиндрической формы (тазами для пряжи в прядильном производст-

ве) и имеет четыре степени свободы при грузоподъемности до 25 кг (рис.1.2). 

Применяется данный робот для смены наработанных тазов с лентой на лентоук-

ладчиках чесальной машины, их дальнейшей транспортировки. 
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а)       б)   

Рис. 1.2. Кинематическая схема ЭМУ-Э2 

а – компоновочная схема,  

б – кинематическая схема 

 

В состав робототехнического комплекса для участка упаковки и пакетиро-

вания бобин с нитями и пряжей (рис.1.3) входят промышленный робот ТУР-10 

(поз.2), промышленные робот МУП-1 (поз.3) (модульный универсальный пакети-

ровщик), МУП-2 (поз.4) [1]. Промышленный робот ТУР-10 (рис.1.4) предназначен 

для съема бобин с нитями с транспортной тележки и укладки в поддон тары обла-

дает тремя степенями свободы. Промышленный робот МУП-1 для подачи на стол 

поддонов, МУП-2 (рис.1.5) для съема ящика тары со стола и создание блоков из 

тары. 
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Рис.1.3 РТК упаковки и пакетирования бобин 

 

 
Рис. 1.4. Промышленный робот ТУР-10 

. 

Промышленный робот МУП-1 предназначен для подачи на поворотный стол 

поддонов и крышек полимерной тары, оснащенные вакуумными захватными при-

сосками. МУП-2 предназначен для съема тары с продукцией с поворотного стола 

и формирования пакетов из полимерной тары, оснащенной клещевыми устройст-

вами для захвата ящика. 
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а) 

 
б) 

Рис. 1.5 Промышленный робот МУП-2 

а – компоновочная схема, б – кинематическая схема 

 

В робототехническом комплексе для съема и укладки чулочно-носочных 

изделий входит промышленный манипулятор (рис.1.6). Этот манипулятор предна-

значен для съема чулочно-носочных изделий после отделки и переноса их в зону 

действия приемного устройства. Манипулятор состоит из руки, захватного уст-

ройства и опорной стойки. Рука манипулятора совершает возвратно-

поступательное перемещение по наклонной траектории. 

 



 17 

 

а) 

 

б)  

Рис. 1.6 Робот для съема чулочно-носочных изделий 

а – компоновочная схема,  

б – кинематическая схема 

 

В робототехническом комплексе для обжима бобин в крашении применяет-

ся промышленный манипулятор, предназначенный для  автоматического съема 

бобин с транспортного средства, перемещения бобин с поворотом в зону механи-

ческого обжима и возврата обработанных бобин на транспортное средство.  Ма-

нипулятор имеет три степени свободы: вертикальный подъем, горизонтальное пе-

ремещение и поворот (рис. 1.7). Каждая степень свободы обеспечивается незави-

симым приводом. Тип привода – пневматический. 
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а) 

 

б) 

Рис.1.7 Робот для обжима бобин 

а – компоновочная схема,  

б – кинематическая схема 

 

В швейном производстве роботы применяются в вспомогательных опера-

циях (ориентацию и укладывание пошиваемых заготовок), в технологических 

операциях (перемещение пошиваемых тканей, раскрой тканей, сборка и отделка 

готовой одежды), в складских операциях. 
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Рассмотрим особенности роботов в швейном производстве. Рулоны тканей 

доставляются внешним транспортом с ткацких предприятий. Погрузочные опера-

ции осуществляются транспортными автоматизированными средствами с помо-

щью манипуляторов с ручным управлением, например, ШБМ-150 (рис.1.8). Меж-

цеховая транспортировка контейнеров на участок разбраковки осуществляется 

напольными транспортными роботами грузонесущего либо грузотянущего типа. 

 
Рис. 1.8 Манипуляторов с ручным управлением ШБМ-150 

 

Раскройный комплекс является основным комплексом робототехнических 

систем. Работы по техническому размножению, вырезке и маркировке лекал объ-

емны и трудоемки. Робототехнический комплексы «Силуэт-К», «Силуэт-С» пред-

назначены для вычерчивания раскладок лекал и их вырезки. Конструктивно «Си-

луэт» имеет рабочий планшет, представляющий двухкоординатную систему, со-

стоящую из неподвижного стола, где размещен материал или лекало и исполни-

тельный механизм. Исполнительный механизм является конструкцией портально-
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го типа, состоящий из двух тележек, соединенных несущей балкой. По направ-

ляющей балке перемещается исполнительный орган. Портал перемещается с по-

мощью двух независимых приводов (рис.1.9). 

 

     
а)        б) 

  
в)       г) 

Рис. 1.9  Схема раскройного комплекса 

а – фотография комплекса,  б – схема расположения выкроек 

в – компоновочная схема, г – кинематическая схема 

 

Автоматизация раскроя позволяет сократить затраты труда. В качестве ре-

жущих инструментов может использоваться нож, лазерный луч, струя воды, 

плазма и т.п. 

В робототехническом комплексе обметывания петель ОП-1 предназначен 

для обметывания петель на сорочках (рис.1.10). Кроме швейного полуавтомата в 

комплекс входит робот ПР-5 с системой управления,  с двумя степенями свободы. 

Рабочий орган совершает подъем и поворот. Робот захватным устройством отде-
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ляет манжету, поворачивается на 600 и укладывает ее в швейный автомат. После 

окончания обработки захватным устройством переносит в кассету-накопитель. 

            
а)       б) 

Рис. 1.10 Промышленный робот, применяемый в швейном производстве 

а – компоновочная схема, б – кинематическая схема 

 

Обувное производство характеризуется сложными технологическими про-

цессами, большим выпуском разнообразной продукции. Основные технологиче-

ские процессы высоко автоматизированы. Однако доля ручного труда приходится 

на подготовительное производство, вспомогательные операции (перекладка обу-

ви, загрузка обуви в сушильные камеры) 

Анализ ручных операций показывает, что вариабельность характеристик 

обувного производства, большой разброс в требованиях точности, зон обслужи-

вания затрудняет использование стандартных промышленных роботов. Для съема 

обуви с технологического оборудования нужен робот небольшой грузоподъемно-

сти, имеющей одну-две степени свободы. 
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Для загрузки обуви с колодками в сушильную камеру требуется робот с 

грузоподъемностью до 10-15 кг, с перемещением до нескольких метров с тремя-

четырьмя степенями свободы. 

Для выполнения основных технологических операций (взъерошивание, на-

несение клея) требуется робот с обратной связью, с грузоподъемностью до 15 кг и 

пятью-шестью степенями свободы. Разработаны образцы модульных промыш-

ленных роботов с различным число степеней свободы типа МО (модульный, 

обувной). Эти манипуляционные механизмы выполнены в виде открытых кине-

матических цепей (рис.1.11). 

 
а) 

         
б)                                                                  в) 

Рис. 1.11 Кинематические схемы роботов в обувной промышленности 

а – с двумя степенями свободы, б –с четырьмя степенями свободы 

 

Промышленные роботы работают в цилиндрической системе координат и 

предназначены для выполнения в робототехнических системах перегрузочные 

операции на межоперационных складах, технологическом оборудовании и в 

транспортных системах. Также робот МО-2 может применяться в робототехниче-
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ском комплексе по влажно-вакуумной тепловой обработке. Исполнительный ор-

ган снимает и переносит колодки с обувью в камеру. 

Для выполнения основных технологических операций (взъерошивание, на-

несение клея на затяжную кромку) может быть использован промышленный ро-

бот МО-3 (рис.1.12). Исполнительный орган перемещается по замкнутой траекто-

рии, причем важными параметрами являются угловая и линейная скорость дви-

жения инструмента, а также усилие, действующее на кромку верха обуви. 

 

 

 

Рис. 1.12 Робот МО-3 

 

Промышленный робот МО-3 обладает пятью степенями свободы. 

В литьевых агрегатах обувного производства применяются специализиро-

ванные промышленные роботы типа ПУМ-Э (пневматический универсальный 

манипулятор с электрическим управлением) (рис.1.13). 
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а)        б) 

Рис.1.13 Промышленный робот ПУМ-Э 

а – компоновочная схема, б – кинематическая схема 

 

В кожевенном производстве применятся роботы для простых перемеще-

ний типа «взять» и «положить» обрабатываемых кож с точностью позициониро-

вания 10 мм, со схватами вакуумного и клещевого типов [2]. В процессе произ-

водства кожи перемещают из горизонтального положения в вертикальное и на-

оборот. Применяемые роботы могут осуществлять либо только одну операцию по 

загрузке (выгрузке) кож, либо, обладая большим числом степеней свободы,  вы-

полнять операции по загрузке-выгрузке и ориентации мягких и жестких кож, со-

вершая две-три операции. 

Специализированный манипулятор МВ-1 предназначен для подачи, приема 

и укладки мягких и жестких кож (рис.1.14). Манипулятор имеет две руки с схва-

тами, выполненных в виде вакуумных присосок. В рабочем положении руки рас-

положены горизонтальном положении. В первой руке в присосках создается ва-

куум, соприкоснувшись с кожей и захватывая ее. Затем руки возвращается в вер-
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тикальное положение, поворачивается на 1800, т.е. руки меняются местами. После 

поворота вторая рука принимает горизонтальное положение и схватывает сле-

дующую кожу из пачки, а первая укладывает кожу.  

 
а) 

 
б) 

Рис.1.14 Манипулятор МВ-1 

а – компоновочная схема, 

 б – кинематическая схема 

 

Технологический процесс отделки жестких кож (чепраков) связан с необхо-

димостью перекладки чепраков с одного технологического оборудования на дру-
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гое. Промышленные роботы используют для перекладки кож после их сушки с 

транспортных средств на технологическое оборудование и обратно. Чепрак пред-

ставляет собой полуфабрикат сложной конфигурацией, толщиной от 5 до 10 мм, 

шириной от 0,8 м до 1,5 м, длиной до 2 м. Масса составляет до 10 кг. В робото-

техническом комплексе на отделочном участке жестких кож применяется робот с 

тремя степенями свободы (рис.1.15). Рабочий орган представляет конструкцию из 

вакуумных присосок. 

           

а)       б) 

Рис. 1.15  Схема манипулятора ПР 

а – компоновочная схема, б – кинематическая схема 

 

Для погрузочно-разгрузочных работ большое применение находят манипу-

ляционные механизмы, заменяющие машины подвесного монорельсового и само-

ходного напольного транспорта, управляемые вручную оператором. 
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Таким образом, приведены примеры использования манипуляционных меха-

низмов на предприятиях текстильной и легкой промышленности. В основном при-

меняются механизмы с открытой кинематической цепью, т.е. представляют после-

довательную структуру. 

 

 

1.2. Механизмы параллельной структуры 

 

Одной из мировых тенденций развития робототехники является создание 

пространственных манипуляционных механизмов параллельной структуры. Про-

странственные механизмы параллельной структуры манипуляторы параллельной 

структуры имеют ряд преимуществ по сравнению с традиционными механизмами 

роботов. Эти механизмы обладают повышенными показателями по точности, жест-

кости и грузоподъемности, а приводы могут быть расположены на основании. В 

данных механизмах выходное звено соединено с основанием несколькими кинема-

тическими цепями, каждая из которых либо содержит привод, либо налагает неко-

торое число связей на движение выходного звена. Многоподвижная замкнутая ки-

нематическая цепь механизма приводит к уменьшению размеров и масс подвиж-

ных звеньев. 

Интерес к этим объектам объясняется не только их функциональными воз-

можностями, но и самой логикой развития теории механизмов. Если в начале объ-

ектом исследования были в основном плоские механизмы с замкнутой кинематиче-

ской цепью и одной степенью свободы, то затем внимание стали привлекать про-

странственные механизмы. После этого получили развитие характерные для робо-

тов механизмы с незамкнутой цепью, а затем развитие вновь пришло к замкнутым 

цепям, имеющим большое число степеней свободы. 

Исследования данного класса механизмов достаточно подробно описано в 

монографиях: Ж.-П. Мерле [208], К. Конга и К. Гослена [194], М. Чекарелли [154], 

В.А. Глазунова, А. Ш. Колискора и А.Ф. Крайнева [27], в работах В.А. Глазунова 

[34, 35, 62, 63, 116], А.Ф. Крайнева [61], Р.И. Ализаде [2], К.С. Арзуманян  [4],  
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Ю.Л.Саркисян, Т.Ф.Парикян [101, 102], К.Х. Хант [108], В. Аракелян, С. Брио [3, 

139, 140, 141], М. Чериккато, В. Паренти-Кастелли [151, 152], Д. Денавит, Р. Хар-

тенберг [161], Г. Гогу [172, 173, 174, 175], С.М. Госслен [177 – 179], Л.М. Лии 

[201], Л.В. Цай [231], Д. Рай [219], П.А. Лебедева, П.О. Мардер [79], А.Г. Овакимо-

ва [82] и ряда других авторов. 

Необходимо отметить, что у манипуляционных механизмов параллельной 

структуры существенно уменьшается рабочее пространство манипулятора по 

сравнению с механизмами последовательной структуры. 

Еще одной особенностью механизмов параллельной структуры является на-

личие особых (сингулярных) положений, в которых возможна потеря степени сво-

боды либо управляемости выходного звена [140, 150, 171, 178, 180, 197, 203, 206, 

210, 241, 244]. 

Взаимовлияние степеней свободы усложняет задачу управления такими ме-

ханизмами 

Исторически первой публикацией в этой области стала известная статья Д. 

Стюарта [224], в которой описывался механизм тренажера для подготовки летчи-

ков (рис. 1.16). Однако более ранним устройством была платформа В. Гофа [182], 

использовавшаяся для испытаний колесно-ступичного узла автомобилей. Этот ме-

ханизм был подробно исследован в работах [163, 191, 200, 206, 235, 240] и трудах 

других авторов. 

Большое количество изобретений, связанных с использованием двигатель-

ных и измерительных устройств параллельной структуры было предложено А.Ш. 

Колискором с соавторами [4, 27, 56]. 

Существуют парадоксальные механизмы с избыточными связями, описанные 

в работах Д. Беннета [145]. На основе соотношений между длинами звеньев и уг-

лами разработаны пятизвенные и шестизвенные механизмы (комбинации механиз-

мов Беннета), описанные в работах П.Г. Мудрова [81], М. Голделберг [176]. Также 

механизмом с особыми свойствами является механизм Брикара, описанный Д. Бей-

кером  [142, 143]. 
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Рис. 1.16 Платформа Гауфа-Стюарта 

 

Большое внимание имеет вопрос влияния налагаемых связей на возможные 

движения выходного звена (платформы) данных механизмов. Например, как долж-

ны быть сформированы кинематические цепи механизмов параллельной структу-

ры, чтобы выходное звено имело лишь поступательные движения. Одним из пер-

вых исследований в данной области была работа Ю.Л. Саркисяна и Т.Ф. Парикяна 

[102], в дальнейшем большой ряд решений был представлен К.Конгом и 

К.Госленом [194], Г. Гогу [172, 173], В.А. Глазуновым [86] 

Наибольшее применение имеют механизмы, обладающие меньшей степенью 

свободы, пятью, четырьмя, тремя.  

Одним из самых известных механизмов, обладающих упомянутым свойст-

вом сохранения постоянной ориентации, является робот Delta (рис.1.17), предло-

женный Р. Клавелем [158]. Данный тип манипулятора имеет три одинаковых цепи, 

состоящих из трех вращательных кинематических пар, оси которых параллельны, и 

шарнирного параллелограмма, оси вращательных пар которого перпендикулярны 

оси приводной вращательной пары. Такая конфигурация параллелограмма 

эквивалентна поступательной кинематической паре. В этом механизме возможно 

введение дополнительного вращения выходного звена за счет еще одного враща-
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тельного двигателя, движение которого передается четвертой кинематической це-

пью, выполненной наподобие карданного вала.  

 

Рис. 1.17 Манипулятор Delta 

 

Еще один механизм параллельной структуры с тремя поступательными сте-

пенями свободы, названный Orthoglide [157, 236], в котором приводы выполнены 

в виде линейных двигателей (рис. 1.18) 

 

Рис. 1.18 Манипулятор Orthoglide 
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В данном механизме призматические пары являются входными, а движение 

на конечно звено передается через параллелограммы, включающие вращательные 

звенья. Это упрощает управление механизмом и положительно влияет на точ-

ность позиционирования. 

Наличие параллелограммов в механизмах Delta и Orthoglide  в конструкции 

кинематических цепей является общим свойством. Наличие параллелограммов 

ограничивает нежелательные степени свободы, однако дополнительное число ки-

нематических пар усложняет конструкцию. 

К. Конгом и К. Госленом [194] предложены манипуляторы, в которых дос-

тигнута  «изоморфность», т.е. каждый линейный двигатель перемещает выходное 

звено лишь по одной декартовой координате с передаточным соотношением, рав-

ным единице (рис. 1.19). 

Механизмы, представленные на рисунках (рис. 1.20 а, б), имеют свойство 

изоморфности. Они разработаны М. Чаррикато и В. Паренти-Кастелли [151].  

 
Рис. 1.19 Манипуляторы Конга и Гослена  
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а 

 

б 

Рис. 1.20. Поступательно-направляющие механизмы: 

а – механизм Чаррикато с поступательными двигателями;    

б – механизм Паренти-Кастелли с вращательными двигателями 

 
Постоянство ориентации выходного звена можно достичь за счет того, что в 

каждой из трех кинематических цепей установлены два карданных шарнира [227]. 

Таким образом, три кинематические цепи «отбирают» три возможных вращения. 

В сферических механизмах передача движения осуществляется между взаи-

мопересекающимися осями  [38, 44, 45]. Предметом исследований сферических 

механизмов были рабочие зоны [181], вопросы синтеза [183, 187, 192, 201, 202, 

205], сингулярностей [180, 243]. 

Выходное звено представляет собой вращающуюся вокруг трех осей плат-

форму [178, 188] (рис.1.21).  

 
Рис.1.21 Сферический механизм 
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Он состоит из основания, выходного звена, трех кинематических цепей с 

совпадающими осями приводных и неприводных пар различных кинематических 

цепей, что упрощает решение задач о положениях, но усложняет конструкцию. 

В сферическом механизме (рис.1.22. а) приводы 3 расположены на цилинд-

рическом основании 2, могут совершать поступательное движение по направляю-

щим. Каждая цепь содержит по одному промежуточному звену 4, соединенному с 

приводом цилиндрической парой, а с выходным звеном сферической [220].  Другой 

сферический механизм (рис.1.22 б) состоит из трех кинематических цепей, с тремя 

кинематическими парами, а приводы расположены на одной оси. 

 

 

а)                                                                          б) 

Рис.1.22 Сферический механизм 

а –схема механизма, с расположенными приводами на цилиндрических направляющих,  

б – схема механизма с расположенными входными парами на одной оси 

 

Также сферический механизм (рис.1.23) может содержать по три вращатель-

ные пары, оси которых пересекаются в одной точке, причем оси неприводных пар 

лежат на несовпадающих осях. 

Указанные манипуляторы применяются в устройствах для ориентирования 

антенн, телескопов, в испытательных стендах, для обработки сферических поверх-

ностей, в смесителях [38, 208].   
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Рис.1.23 Схема сферического механизма 

 

Особенностью пространственных механизмов параллельной структуры мо-

жет являться частичная или полная кинематическая развязка, что позволяет иссле-

довать механизмы с большим число степеней свободы [39, 137, 148, 153, 165, 166, 

170, 210, 228]. 

Интерес представляют механизмы с четырьмя степенями свободы, у которых 

выходное звено совершает поступательные движения, а также вращения вокруг па-

раллельных осей, например, расположенных вертикально. Такие движения иногда 

называют движениями Шенфлиса [135]. Причем такой механизм обладает свойст-

вом частичной кинематической развязки, что позволяет исследовать свойства ме-

ханизма не с четырьмя,  а тремя степенями свободы.  

Робот Paminsa, предложенный В. Аракеляном с соавторами, содержит три 

соединительные кинематические цепи [139, 150], в каждой из которых имеют ме-

сто механизмы пантографов (рис. 1.24 а). Эту же задачу решает манипулятор с 

двумя кинематическими цепями, предложенный Д. Анджелесом с соавторами 

[135]. В данном манипуляторе каждая кинематическая цепь содержит по два при-

вода (рис. 1.24, б).  
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а)                                                          б)         

Рис. 1.24 Манипуляторы с четырьмя степенями свободы: 

а - манипулятор Paminsa, б - манипулятор Анджелеса 

Ряд манипуляторов с тремя и четырьмя степенями свободы были разработа-

ны Г. Гогу [172]. В этой работе большое внимание уделено проблеме развязки 

движений в механизмах параллельной структуры. Движения в данных механизмах 

требуют согласованного действия целой группы приводов, что усложняет управле-

ние. Для решения вопроса были предложены разные решения. В частности, в ма-

нипуляторе Delta (с четырьмя степенями свободы) разделены поступательные и 

вращательное движения, в манипуляторе Paminsa с тремя кинематическими цепями 

вертикальное перемещение и уравновешивание веса выполняется одним приводом, 

а остальные приводы выполняют движения в плоскости. Развязка движений может 

быть осуществлена на основе использования шарнирных параллелограммов, обес-

печивающих взаимные поступательные движения звеньев [89]. 

При синтезе механизмов с шестью степенями свободы проблема развязки 

приобретает особое значение. К. Миановски использовал подход, когда вращатель-

ные и поступательные двигатели установлены на основании с совмещением их 

осей (рис. 1.25) [210]. Таким образом, получены две схемы механизмов с тремя 

степенями свободы в каждом. Другим решением является манипулятор, предло-

женный И-Минг Ченом с соавторами [238]. В нем поступательные и вращательные 
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приводы с совмещенными осями также размещены на основании (рис. 1.26). В 

данном решении использованы поступательные неприводные пары. 

 
Рис. 1.25  Манипулятор Миановского с развязкой движений: 

 

Рис. 1.26 Манипулятор И. Минг Чена с развязкой движений 

 

 В механизме (рис.1.27) с четырьмя степенями свободы также можно провес-

ти развязку движений, при которой вертикальные перемещения независимы от 

плоских движений [91]. Используя ту же конструкцию манипулятора и вводя по-

ступательные пары в две цепи, получаем механизмы с пятью и с шестью степенями 

свободы [87, 88]. В механизме, предложенном В.А. Глазуновым с соавторами, вра-

щательные движения развязаны относительно поступательных движений [90] 

Механизмы параллельной структуры в силу взаимного положения соедини-

тельных кинематических цепей могут иметь нелинейные динамические характери-
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стики. Методы решения соответствующих задач представлены в работе Р.Ф. Га-

ниева и В.О. Кононенко [22]. 

 

 
Рис. 1.27 Схема механизма с четырьмя степенями свободы с частичной развязкой 

 

С развитием инфраструктуры наноиндустрии возникает необходимость соз-

дания механизмов, устройств и приборов, обеспечивающих перемещение выходно-

го звена в микро- и нанометровом диапазоне [27, 33, 63, 184, 185]. Например, кон-

структивным узлом измерительного оборудования является двух-трех координат-

ный столик, дающий возможность менять положение образца при исследовании. 

Обеспечить высокую точность перемещения стола позволяют манипуляторы па-

раллельной структуры, примером которых может служить поступательный меха-

низм (рис. 1.28, а). 

Данный манипулятор имеет три замкнутые кинематические цепи, обладает 

тремя степенями свободы: перемещения вдоль осей x, y, z. Каждая кинематическая 

цепь содержит одну поступательную и две вращательных кинематических пары. 

Все кинематические пары являются изгибными, т.е. изготовлены с применением 
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пластичных материалов, и имеют специфическую геометрическую форму (рис. 

1.28 б). 

При реверсивном движении выходного звена точность возврата составляет 

около 400 нм. 

  

                            а)                                                          б) 
Рис. 1.28  Манипулятор с тремя степенями свободы: 

а – кинематическая схема; б - изгибные кинематические пары 

 

Точность обеспечивается применением кинематической цепи параллельной 

структуры с использованием изгибных кинематических пар наряду с жесткими 

звеньями. Кинематические пары выполнены в виде изгибных упругих элементов,  

чтобы исключить возможные люфты и адгезию в агрессивных средах [185]. 

Механизмы параллельной структуры в силу высоких показателей по грузо-

подъемности и точности нашли достаточно широкое применение в устройствах для 

относительного манипулирования инструментом и обрабатываемым изделием  

(рис.1.29) [29, 30, 62, 65, 73]. Например, при обработке заготовки детали на станке 

один из механизмов перемещает рабочий инструмент. Другой механизм, удержи-

вающий заготовку, обеспечивает ему дополнительные движения. 

Одним из направлений развития механизмов параллельной структуры явля-

ется создание механизмов с параллельно-переменной структурой, разработанные 

В.А. Глазуновым, В. Аракеляном, С. Брио [140, 141, 168]. В этих механизмах при 

приближении к особым положениям, происходит переключение приводов хотя бы 

одной кинематической пары. 
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Рис. 1.29 Механизм относительного манипулирования 

 

Таким образом, механизмы параллельной структуры образуют обширный 

класс механизмов с уникальными свойствами.  

 

1.3. Практическое применение роботов параллельной структуры 

 

Механизмы параллельной структуры находят все более широкое примене-

ние в качестве исполнительных органов разнообразных машин, автоматов, стан-

ков и устройств в различных отраслях промышленности (машиностроение, при-

боростроение, полиграфическая промышленность, медицинская техника, сельское 

хозяйство и др.). 

Так, известный механизм Delta (рис. 1.30) впервые был применен в установ-

ке для упаковки кондитерских изделий, хлебобулочных изделий и лекарств [146]. 
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  а)                                                                                            б) 

Рис. 1.30 Установки на базе механизма Delta для упаковки: 

а – хлебобулочных изделий,  

б - кондитерских изделий 

 

Робот больших размеров (длиной звеньев более 800 мм) нашел применение 

для ориентирующих движений, например, хирургического оборудования (массой 

до 20 кг) (рис. 1.31).Главным преимуществом предложенной схемы является её 

повышенная маневренность и расширенная граница рабочей зоны [146]. 

На базе механизма Delta создан манипулятор, позволяющий работать в ка-

честве аппарата искусственного дыхания с частотой 100 ударов в минуту и ам-

плитудой 4-5 см [239]. В таком роботе реализована функция не перемещения, а 

силового и вибрационного действия.  

Параллельные механизмы используют в стендах на базе механизма «три-

под» для тренировки пилотов. Стенды могут иметь три степени свободы (рис.1.32 

а) и четыре степени свободы (рис. 1.33 б) [190, 198]. В схеме с тремя степенями 

свободы ведущие двигатели расположены в поворотных шарнирах основания, а 

штанги имеют постоянную длину. Этим обеспечивается относительно меньшая 

масса самого устройства и большая скорость перемещения исполнительного узла, 

чем у механизма, выполненного по схеме гексапод 
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Рис. 1.31. Манипулятор Delta для перемещения медицинского оборудования 

  

а)                                                                             б) 

Рис. 1.32 Стенды для тренировки пилотов: 

а - стенд с тремя степенями свободы, б - стенд с четырьмя степенями свободы 

 

Гексапод является примером параллельного механизма с шестью степеня-

ми. Он выполнен на базе шести механизмов поступательного перемещения. Од-

ним концом штанга шарнирно соединена с основанием, а другим (также шарнир-

но) - с подвижной платформой, на которой установлен рабочий орган. Управляя 

вылетом штанг по программе, можно управлять положением выходного звена. 

На практике схема гексапода реализована в виде многоцелевого фрезерного 

станка OKUMA PM-600 (рис 1.33) [208].  
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Рис. 1.33. Обрабатывающий центр OKUMA PM-600 

Гексапод с шестью степенями свободы используется в механизме медицин-

ской кушетки для ориентации пациента при лучевой терапии. Грузоподъемность 

механизма составляет 185 кг, а точность позиционирования равна 0,1 мм [221]. 

Параллельные роботы на базе гексапода используются для контроля ориен-

тации антенны (рис.1.34), их особенностью в данном случае является  небольшой 

размер привода по сравнению с размером тарелки антенны    [162, 208]. 

Кроме того подобные роботы широко применяются в качестве базовых ме-

ханизмов хирургического инструмента [221] при проведении операций на позво-

ночнике (рис.1.35, а, б), в нейрохирургии (рис. 1.36) [235]. Точность позициони-

рования хирургического инструмента составляет  20 мкм. 

 
 

Рис. 1.34. Механизмы контроля ориентации антенны на базе гексапода 
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а 
 

б 

 

Рис.1.35 Хирургический нож для операций на позвоночнике: 

а - общий вид; б - в работе 

 

Рис.1.36 Операционный стол на базе гексапода 

 

Пространственные сферические механизмы с двумя и более степенями сво-

боды широко применяются в смесительных машинах (рис.1.37) и в целом ряде 

аналогичных устройств [38]. 

Учитывая, что приводы расположены на основании, а выходное звено может 

работать в рабочей области, например в агрессивной среде, был разработан меха-

низм для испытаний моделей летательных аппаратов в аэродинамической трубе 

(рис. 1.38). Такой механизм имеет шесть степеней свободы и два стержня-ввода в 

рабочую область. Кроме того, здесь возможна частичная кинематическая развязка – 

три привода управляют положением выходного звена, а три его ориентацией.  
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Рис. 1.37 Схема смесителя  

 

 
Рис. 1.38 Манипулятор для испытаний моделей летательных аппаратов 

Плоские механизмы находят применение в машиностроении – для сварки и 

резки сложных профилей, в пищевой промышленности – для оформления конди-

терских изделий (рис. 1.39) [67, 92]. 



 45 

 

Рис. 1.39 Плоский механизм (для лазерной резки) 

Также механизмы с шестью степенями свободы могут найти применение в 

механизмах с гибкой связью (рис.1.40) [218]. 

 
Рис. 1.40 Механизм с гибкими звеньями 

 

Механизмы параллельной структуры используются при моделировании 

биологических конструктивных систем, в частности при моделировании протеза 

руки (рис.1.41 а) [208, 232], работы челюстных мышц  (рис.1.41 б)  [215]. 
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а)                                                           б) 

Рис.1.41 Модель биологических систем 

а – протез руки,   

б – моделирование мышц челюсти 

 

Многоконтурные пространственные кинематические цепи могут иммитиро-

ровать модели кристаллических структур [24].  

Приведенные примеры показывают широкое практическое применение ма-

нипуляторов параллельной структуры в различных отраслях промышленности. 

При решении вопросов модернизации производства за счёт автоматизации техно-

логических процессов, особенно требующих полной замены человеческого труда 

в недоступных местах, необходимость создания механизмов, рабочий орган кото-

рых совершает сложные пространственные движения, резко возрастает. 

Внедрение манипуляторов параллельной структуры является перспектив-

ным и актуальным с точки зрения модернизации предприятий текстильной и лег-

кой промышленности. 

 

 

1.4 Методы исследования механизмов параллельной структуры 

 

Исследования пространственных механизмов параллельной структуры стро-

ится на общих методах теории механизмов и машин, что нашло отражение в трудах  

таких классиков как И.И. Артоболевского [5, 6, 7], Н.Г. Бруевича [15], А.П. Бессо-
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нова [11], Ф.М. Диментберга [41–43], Е.И. Воробьева [19],  В.В. Добровольского 

[44], В.А. Зиновьева [49], К.В. Фролова [59, 105], А.Ф. Крайнева [64–66], П.А. Ле-

бедева [74], Н.И. Левитского [75], А.П. Малышева [78], П.Н. Белянина  [9],  К. Хан-

та [189], Б. Росс [207, 216, 227], К. Уолдрон [234], Д. Даффи [211], Ж. Эрве [186], К. 

Вольхарт [237], Р. Войня и М. Атанасиу [229], И.М. Соболь,  Р.Б. Статникова [103], 

П.Г. Мудрова [81], Решетова Л.Н  [99], М. Шахинпура [128], Ф.Л. Черноусько, Н.А. 

Болотник [127], Г.В. Крейнина [52], Г.Б. Иосилевича [50]  и многих других. 

Значительный вклад в теорию разработки и практику применения манипуля-

ционных механизмов параллельной структуры внесли такие отечественные и зару-

бежные ученые как Ф.М. Диментберг [43], В.А. Глазунов, А.Ф. Крайнев [24, 27, 

28], С.Г. Кислицын [51], Ж.П. Мерле [209], Д. Анджелес [138], К. Госслен, Д.Андж-

лесес [178], Хант [189, 190], X. Kong [194], Ж.Эрве [186], Д. Гогу [172, 173], Л. Цай  

[230, 231], Л. Бонев [147], В. Аракелян [141, 149 ] и другие. 

Вопросы синтеза механизмов параллельной структуры рассмотрены в трудах 

В.А.Глазунова [131, 167, 200], Д. Анджелеса [136, 138, 229], М. Черрикато, В. Па-

ренти-Кастелли [151], О. Компани [159], Г. Гогу [174], К. Госслена [179], А,  Хара 

[184], С. Худа, Ю. Такеда [188], К. Конг, К. Гослена [194, 195, 196], Р. Вишер, 

[232], К.И. Заблонского [46].  

Исследование механизмов неразрывно связано с вопросами управления. К 

чилу трудов по этой проблематике относятся работы Р.Пола [94], К Ханта [108], Д. 

Анджелеса [138, 178], М. Чекарелли [154],  А.А. и А.Е. Кобринских [54], М.З. Ко-

ловского и А.В. Слоуща [57], А.И. Корендясева, Б.Л. Саламандры и Л.И. Тывеса 

[69], В.С. Медведева, А.Г. Лескова и А.С. Ющенко [80], Е.П. Попова, А.Ф. Вереща-

гина и С.П. Зенкевича [95], Зенкевича С.Л., Ющенко А.С. [160], Д. Крэг [160], Л.П. 

Леонова [76] и ряда других авторов. 

Основными задачами при исследовании пространственных механизмов па-

раллельной структуры являются: 

- структурный синтез т.е. разработка кинематической схемы. При этом оп-

ределяют его структуру и количество кинематических цепей, тип кинематических 

пар и конфигурацию соединительных звеньев. Синтез параллельных механизмов 
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проводят на основе использования структурных формул для расчета подвижности 

выходного звена [27, 43,77]. 

- вывод уравнений связи между абсолютными координатами выходного 

звена и обобщенными (независимыми) координатами;  

- решение задачи о положениях на базе полученных уравнений связи, пока-

зывающее взаимосвязь между входными и выходными координатами. 

- определение рабочего пространства манипулятора на основе анализа урав-

нений связей.  

- определение скоростей, ускорений и особых положений механизма. В 

данных положениях структура механизмов нарушается, они могут потерять одну 

или несколько степеней свободы, либо может быть потеряна управляемость; 

- динамический анализ механизма позволяет на основе уравнения движения 

механизма определить усилия в приводах; 

- расчетное обоснование точности;  

 - задачи управления – обеспечение движения выходного звена по заданному 

закону.  

При решении задач кинематического анализа как правило составляются 

уравнения связей. Для определения скоростей, ускорений и особых положений 

используют дифференцирование уравнений связей. Однако, эти же задачи можно 

решить и методом винтового исчисления. 

Винтовой метод исследования пространственных механизмов является од-

ним из наиболее эффективных методов в данной области. Начало теории винтов 

положила работа Р. Болла [144]. В работе показано, что все возможные движения 

относятся к винтовым перемещениям или представляют собой комбинации этих 

винтов. Подобную задачу приходится решать для различных пространственных 

механизмов, имеющих в том числе и параллельную структуру. 

Теория винтов была развита в трудах таких исследователей, как А.П. Ко-

тельников [60], Д.Н. Зейлигер [47], П.О. Сомов [104], Ф.М. Диментберг [41–43], 

Е.И. Воробьев [19]. 
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Винт – это геометрический образ, к которому приводится произвольная сис-

тема скользящих векторов. Винт R характеризуется вектором r  и моментом r°, а 

также осью винта, для всех точек которой направления вектора и момента совпа-

дают.  

Любой винт может быть определен шестью плюккеровыми координатами, 

три из которых – проекции вектора на координатные оси, три других – проекции 

момента винта относительно начала координат на те же самые оси координат. 

Одним из первых в теории механизмов винтовой метод применил Ф.М. Димент-

берг. В дальнейшем теорию винтов в разных аспектах применяли многие иссле-

дователи. К. Хант [108, 190] рассматривал винтовые движения звеньев механиз-

мов и одним из первых обратил внимание на механизмы параллельной структуры. 

Б. Росс с соавторами [100, 207] исследовал винтовые параметры конечных пере-

мещений твердого тела, критерии передачи движения, решения задач о положе-

ниях, избыточные связи. К. Уолдрон [234] использовал винтовой подход, а также 

свойства симметрии для отыскания механизмов с избыточными связями. К. Воль-

харт [237], используя винтовой метод, получил многоконтурные механизмы с из-

быточными связями. Ж. Эрве [186], Л. Цай [230], Д. Анджелес [138], К. Гослен и 

К. Конг [194, 195, 196, 197], И Минг Чен с соавторами [234], К Сугимото [225, 

226], К. Фуджимото [164], Чекарелли [155, 156], Д. Златанов [244] использовали 

аппарат групп винтов для синтеза механизмов параллельной структуры. М. Мо-

хаммед и Д. Даффи [211], а также Хуан Зен [242] с использованием винтового 

подхода определяли возможные движения таких механизмов.  

В работах В.А. Глазунова и его коллег [18, 24, 25, 32, 40] были применены 

группы винтов для синтеза и анализа пространственных механизмов, для отыска-

ния механизмов с избыточными связями, для определения особых положений. В 

частности был разработан алгоритм, позволяющий найти движения выходного 

звена внутри зоны особых положений. Установлено, что размерность этих зон на 

единицу меньше, чем число степеней свободы механизма. 

Таким образом, можно утверждать, что винтовой метод является одним из 

самых эффективных подходов в исследовании пространственных механизмов и 
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его значение постоянно возрастает. Этот метод позволяет  при анализе особых 

положений, получить результат, не прибегая к сложным выкладкам. На основе 

концепции структурных групп может быть исследована структура пространст-

венных механизмов.  

 

1.5. Классификация механизмов параллельной структуры для плоских,  

вращательных и поступательных движений. 

 

Важным этапом исследования механизмов параллельной структуры являет-

ся их классификация. Классификация механизмов проводилась в работах К. Ханта  

[108] , А. Ш. Колискора, А.Ф.Крайнева, В.А.Глазунова [27, 28], В.А. Глазунова 

[24, 30], позволяющая синтезировать новые схемы. 

В результате изучения операций, связанных с применением роботов в тек-

стильной и легкой промышленности удалось выяснить, что, как правило, данные 

роботы не нуждаются в шести степенях свободы. Наиболее востребованными яв-

ляются плоские, поступательно-направляющие и сферические механизмы. 

Плоские могут примеряться при раскрое, шитье и т.д., когда инструмент пе-

ремещается относительно материала, либо имеет передвижение рабочего стола. 

Поступательно-направляющие робототехнические системы применяются в опе-

рациях переноса и манипулирования объекта. При этом зачастую не требуется 

ориентирующие движения, если же они необходимы, то можно добавить одну 

степень свободы, не меняя общую конструкцию манипулятора. 

Сферические робототехнические системы востребованы в операциях обра-

ботки объемных криволинейных поверхностей (шитье и нанесение узоров на го-

ловные уборы, кожевенно-обувные изделия и т.п.). Если необходима дополни-

тельная линейная степень свободы, ее можно добавить, не меняя общую конст-

рукцию механизма. 

Классификация механизмов для плоских, поступательных и вращательных 

движений проведена с использованием разных групп винтов [27, 28]. Для этого 

используем формулу: 
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где W – число степеней свободы 

 D – число связей, налагаемых i-й кинематической цепью 

 к –  число кинематических цепей, i=1,….,k. 

i1i2i3i4i5i pppppnD +⋅+⋅+⋅+⋅+⋅−= 23456    (1.2) 

где ni – число промежуточных звеньев, расположенных между основанием и вы-

ходным звеном, 

 p5i, p4, p3i, p2i, p1i –  число кинематических пар с 1, 2, 3, 4, 5 подвижностями в 

i-й кинематической цепи. 

Классификацию и синтез механизмов параллельной структуры можно про-

водить на основании формул (1.1), (1.2). Каждая кинематическая цепь содержит 

привод или накладывает связи на движения выходного звена. Классификация ме-

ханизмов представлена в таблице 1.1. (подчеркивание означает, в цепи все пары 

соответствуют винтам замкнутой группы). 

Классификация проведена по следующим признакам: числу степеней сво-

боды W, числу кинематических пар, число налагаемых связей каждой цепью. В 

первой строке обозначено количество кинематических цепей и число налагаемых 

связей этой цепью, цифра в скобках указывает число приводных пар в кинемати-

ческих цепях, под которыми эти цифры расположены). Подчеркнутые цифры обо-

значают цепи с общими связями (для сферических – все вращательные пары пере-

секаются в одной точке, для плоского – три вращательные; одна поступательная 

две вращательные; две поступательные и одна вращательная, все вращательные 

параллельны, все поступательные). 

Отметим, что плоские, поступательно-направляющие и сферические меха-

низмы соответствуют замкнутым трехчленным группам винтов. В связи с этим, 

для них могут применяться редуцированные формулы, соответствующие про-

странству равным трем.  

Для рассматриваемой группы это можно выразить структурной формулой: 

∑−= iDW 3                                                     (1.3) 
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где W – число степеней свободы, Di – число связей, налагаемых i-й кинематической 

цепью; i = 1…k;  

k – число кинематических цепей. 

Величину Di определяют как 

iii pnD 523 ⋅+⋅−=      (1.4) 

где ni – число промежуточных звеньев, расположенных между основанием и вы-

ходным звеном,  

 
         Таблица 1.1. 

Классификация механизмов параллельной структуры,  

соответствующих трехчленным группам 

W Число соединительных цепей k 

3 3 
333 

(111) 
663 

(111) 
(210) 

563 
(111) 
(210) 
(120) 
(030) 

563 
(111) 
(210) 
(300) 

555 
(111) 
(210) 
(300) 

633 
(111) 
(210) 
(300) 

533 
(111) 
(210) 
(300) 

2 3 
33 

(21) 
63 

(21) 
(30) 
(12) 

53 
(21) 
(12) 
(30) 

    

1 3 
 322 

(100) 
622 

(100) 
652 

(100) 
552 

(100) 
   

3 2 
332 

(110) 
662 

(110) 
652 

(110) 
552 

(110) 
   

2 2 
32 

(20) 
(11) 

62 
(11) 
(20) 

52 
(11) 
(20) 

    

2 1 
31 

(10) 
61 

(10) 
51 

(10) 
22 

(10) 
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Однако, механизм может содержать кинематические цепи, которые соответ-

ствуют, либо не соответствуют замкнутым группам винтов. В связи с этим, для 

разных цепей могут быть использованы разные структурные формулы. 

Классификация может быть дополнена случаями, когда механизм добавлена 

четвертая (пятая) цепь кинематические цепи, содержащая приводы, остальные 

цепи при этом будут лишь налагать связи (таблица 1.2). 

 

Таблица 1.2. 

Классификация механизмов параллельной структуры, 

с четырьмя кинематическими цепями 

W Число соединительных цепей k 

4 3 
6663 

(1110) 
6653 

(1110) 
6553 

(1110) 
5553 

(1110) 
6555 

(3000) 
(2100) 
(1110) 

 

Таким образом, проведенная классификация позволяет синтезировать меха-

низмы параллельной структуры, учитывая степени свободы, количество привод-

ных пар и кинематических цепей. 

 

Выводы по главе 1 

 

1. На предприятиях текстильной и легкой промышленности в технологических 

процессах и операциях применяются разнообразные манипуляционные механиз-

мы в основном последовательной структуры. Наиболее востребованными являют-

ся плоские, поступательно-направляющие и сферические механизмы. 

2. Современной тенденцией развития робототехники является создание простран-

ственных манипуляционных механизмов параллельной структуры с различным 

числом степеней свободы. Манипуляционные механизмы параллельной структу-

ры компактнее, проще по конструкции и дешевле аналогичных механизмов по 

сравнению с механизмами последовательной структуры. Они находят широкое 
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применение в различных отраслях. При решении вопросов модернизации произ-

водства, требующего замену ручного труда, осуществления операций в трудно-

доступных местах, необходимость создания механизмов, исполнительный орган 

которых совершает сложные движения, возрастает. 

3. Для выполнения технологических операций с полуфабрикатами и изделиями в 

текстильной и лёгкой промышленности достаточно манипуляторов с тремя степе-

нями свободы. 

4. В связи с этим целью настоящей работы является разработка методов создания 

механизмов параллельной структуры с тремя степенями свободы для поступа-

тельных, вращательных, плоских движений с учетом кинематических, динамиче-

ских свойств, управления и сингулярностей. При исследовании манипуляционных 

механизмов параллельной структуры наиболее эффективным является метод вин-

тового исчисления. Он позволяет решать вопросы кинематического и динамиче-

ского анализа, не прибегая к сложным расчетам.  

5. Предложена классификация механизмов, позволяющая синтезировать манипу-

ляционные механизмы параллельной структуры для плоских, вращательных и по-

ступательных движений с различным числом кинематических пар и цепей.  
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ГЛАВА 2. СТРУКТУРНО-ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ,  

КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПЛОСКИХ МАНИПУЛЯЦИОННЫХ  

МЕХАНИЗМОВ ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ 

 

В главе рассматриваются вопросы структурно-параметрического синтеза, а 

также кинематический и динамический анализ плоских манипуляционных меха-

низмов параллельной структуры. Структурно-параметрический синтез проводится 

на основе структурных формул разных размерностей. Кинематический и динами-

ческий анализ проводится на основе связей, налагаемых кинематическими цепя-

ми, а также на основе винтового исчисления 

 

2.1. Синтез плоских механизмов 

 

В параграфе рассмотрен структурно-параметрический синтез плоских меха-

низмов с тремя степенями свободы и тремя кинематическими цепями. Такие ме-

ханизмы содержат три привода в каждой кинематической цепи и  могут совер-

шать два поступательных движения и одно вращательное [5, 24].  

Кинематические цепи могут состоять: 

- из одной вращательной пары и двух поступательных (рис.2.1 а, б, в), при-

чем оси вращательной пары перпендикулярны осям поступательных, 

из двух вращательных пар и одной поступательной (рис.2.2 а, б, в), где оси 

вращательных пар перпендикулярны оси поступательной, 

- из трех вращательных пар (рис.2.3) и их оси параллельны. 

 

 
а) 
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                       б)                                                                 в) 

Рис.2.1. Кинематическая цепь с одной поступательной и двумя вращательными па-

рами с разной последовательностью кинематических пар 

 
а) 

 
                       б)                                                                                в) 

Рис.2.2. Кинематическая цепь с одной вращательной  и двумя поступательными 

парами с разной последовательность кинематических пар 

 
            Рис.2.3. Кинематическая цепь с тремя вращательными парами 
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Поступательная пара может быть выполнены в виде шарнирного параллело-

грамма (рис.2.4). В отличие от обычной поступательной пары шарнирный парал-

лелограмм не характеризуется постоянным направлением поступательного пере-

мещения. 

Рассматриваемые  механизмы могут строиться по двум принципам: 

- все кинематические цепи налагают по три  одинаковые связи  

- каждая кинематическая цепь налагает по одной связи. 

            
а)                                                                                             б) 

Рис.2.4. Поступательная пара, выполненная в виде 

а – одного шарнирного параллелограмма б – двух шарнирных параллелограммов 

 

Рассмотрим схемы механизмов построенных по принципу, когда каждая 

кинематическая цепь накладывает по три одинаковых связи.  

  
а)                                                               б) 
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в)                                                  г) 

Рис. 2.5. Кинематические схемы, в которых кинематические цепи 

 налагают по три  одинаковые связи 

а – 3PPR,  б – RPR, PRR, PPR,  

 в – PPR, RRR, RPR,  г – PPR, RRR, PRR 

 

Эти кинематические цепи налагают три связи: два момента Мх, Му и  силу Rz 

(рис 2.6.). Так как все три кинематические цепи налагают одинаковые связи, так 

что между выходным звеном и основанием можно установить еще любое количе-

ство таких цепей, и число степеней свободы  останется равным трем. 

 
Рис. 2.6. Связи, накладываемые кинематическими цепями 

  

Для определения числа степеней свободы используем структурную форму-

лу П.Л. Чебышева для плоского механизма:  

452)1(3 ppnW −⋅−−⋅=      (2.1) 

где  n – число звеньев;  
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p5  – число пар пятого класса (одноподвижных пар);  

p4  – число пар четвертого класса (двухподвижных пар). 

Согласно уравнению (2.1) число степеней свободы плоского механизма равно :  
392)18(3 =⋅−−⋅=W  

Подсчитаем число степеней свободы для плоского механизма на рис.2.5 по 

формуле Сомова – Малышева: 

12345 2345)1(6 pppppnW −⋅−⋅−⋅−⋅−−⋅=    (2.2) 

где pi – число кинематических пар i-го класса с (6–i) степенями подвижно-

сти (i=1,...,5). 

Число степеней свободы равно: 

395)18(6 −=⋅−−⋅=W . 

Однако, рассматриваемый механизм обладает тремя степенями свободы. 

Для устранения избыточных связей заменим вращательные пары, соединенные с 

выходным звеном сферическими (рис.2.7). В этом случае каждая цепь налагает по 

одной связи.  Реакция связи направлена вдоль оси сферической пары,  параллель-

ной оси z. Такие  три кинематические цепи налагают три связи – три силы, парал-

лельные оси z. Эти три силы создают моменты вокруг осей x, y. Таким образом,  

реакциями связей  являются два момента и сила. 

 

а) 
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б) 

Рис. 2.7. Схемы механизма, в которых кинематические цепи содержат 

сферические пары 

а – ЗPS, PPS, PPS,  

б – RPS, PPS, PRS 

 

Если воспользоваться формулой Сомова-Малышева (2.2.), то число степе-

ней свободы будет равно: 

33365)18(6 =⋅−⋅−−⋅=W  

Элементы параметрического синтеза определяются углами между осями 

кинематических пар. Если оси поступательных пар параллельны, то такое распо-

ложение осей дает внутреннюю подвижность и  внутренняя степень свободы не 

связана с выходным звеном (рис.2.8). 

 

 
Рис. 2.8. Схема кинематической цепи с параллельным расположением осей двух 

 поступательных пар. 
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Таким образом,  показана методика синтеза и анализа плоского механизма 

параллельной структуры с тремя степенями свободы на основе связей налагаемых 

кинематическими цепями.  

Связи, налагаемые кинематическими цепями могут быть повторяющимися 

(одинаковые в каждой), либо неповторяющимися, при этом характер движения не 

меняется. 

 

2.2. Решение задачи о положениях 

 

В параграфе рассматривается решение задачи о положении плоского меха-

низма с тремя степенями свободы (рис. 2.9) [129, 131]. Задача о положении явля-

ется главной задачей [48, 77, 79]. 

 

 
Рис. 2.9. Схема рассматриваемого плоского механизма параллельной структуры с 

тремя степенями свободы 
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Задача о положениях определяет координаты входных звеньев механизма 

(координаты точек А3, В3, С3), описываемых углами q1, q2, q3  и положение центра 

платформы А0  (x, y) и угла поворота платформы φ вокруг этого центра. Выходное 

звено может перемещаться только в горизонтальной плоскости xoy. 

Зададим значения радиусов R1=1, R2=2, окружностей описанных соответст-

венно вокруг треугольников  А1А2А3 и B1B2B3, а также значения длин звеньев 

l1=B1C1=B2C2=B3C3=1,5 и l2=A1C1=A2C2=A3C3=1,5.  

Определим координаты точек C1C2C3. Координаты точек A1(хА1, yА1),  В1(хВ1, 

yВ1) в неподвижной системе координат равны: 

0sin11 =ϕ⋅+= RxxA ;  

1cos11 −=ϕ⋅−= RyyA ; 

01 =Bx ; 21 −=By . 

Составим следующие уравнения для первого звена: 

;)()( 2
11

2
11

2
1 ACAC yyxxl −+−=     (2.3) 

2
11

2
11

2
2 )()( CBCB yyxxl −+−= .    (2.4) 

Для решения системы уравнений введем коэффициенты: 

;32
1

2
1

2
1

2
11 −=−+−= BABA yyxxS  

;0112 =−= AB xxS  

.1113 −=−= AB yyS  

Решая уравнения (2.3), (2.4), получим 5,11 −=Cy , а затем определяем значе-

ния 413,11

1 =
С

x  и 413,12

1 −=
С

x . Таким образом, определены координаты точек 

)5,1;413,1(1

1 −C  и )5,1;413,1(2

1 −−C . 

Для второй цепи аналогичным образом составляются системы уравнений:  

;)()( 2
22

2
22

2
1 ACAС yyxxl −+−=    (2.5) 

,)()( 2
22

2
22

2
2 CBCB yyxxl −+−=     (2.6) 

где координаты точки A2(хА2, yА2), В2(хВ2, yВ2)  

866,0cos
2

3

2

sin
112 −=ϕ⋅⋅−ϕ⋅−= RRxxA ; 
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5,0sin
2
3

2
cos

112 =ϕ⋅⋅−ϕ⋅+= RRxyA
; 

732,12 =Bx  ,            12 =By , 

и для третьей цепи: 
2

33

2

33

2

1 )()( ACAC yyxxl −+−= ;    (2.7) 

2

33

2

33

2

2 )()( CBCB yyxxl −+−= ,    (2.8) 

где координаты точки ),(),,( 333333 BBAA yxByxА : 

866,0cos
2

3

2

sin
113 −=ϕ⋅⋅−ϕ⋅−= RRxxA ; 

5,0sin
2

3

2

cos
113 =ϕ⋅⋅−ϕ⋅+= RRxyA ,   

732,13 −=Bx  ,            13 =By . 

Далее решая уравнения (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) определяются координаты то-

чек 2

3

1

3

2

2

1

2 ;;; CCCC , равные в нашем случае: ),975,1;592,0(1

2С  )474,0;006,2(2

2 −C , 

)474,0;006,2(1

3 −−C , )975,1;592,0(2

3 −C . 

Координаты шарниров можно найти, используя следующий подход. Взаим-

ное положение двух систем координат – подвижной xpypzp  и неподвижной xyz 

описывается матрицей A(n), равной произведению двух матриц: A(xy) - матрицы 

линейных перемещений и A(φ) матрицы поворота вокруг оси oz: 



















=

1000

0100

010

001

0

0

y

x

A(xy) ; 



















ϕϕ
ϕ−ϕ

=ϕ

1000

0100

00cossin

00sincos

)A( ;    



















ϕϕ
ϕ−ϕ

=

1000

0100

0cossin

0sincos

yn

xn

A(n) . 

Для определения координат точек А0, А1, А2, А3 в неподвижной системе ко-

ординат xyz необходимо умножить матрицу А(n) на координаты точек в подвиж-
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ной системе координат: 00 AA(n)Ab ⋅= ; 11 AA(n)Ab ⋅= ; 22 AA(n)Ab ⋅= ; 

33 AA(n)Ab ⋅= . Таким образом, получаем: 

                                



















=

1

0

y

x

0Ab ;                        

























ϕ⋅+ϕ+

ϕ⋅+ϕ−

=

1

0
2

sin3

2

cos
2

cos3

2

sin

y

x

2Ab ; 

                           



















ϕ+
ϕ+

=

1

0

cos

sin

y

x

1Ab ;                  

























ϕ⋅−ϕ+

ϕ⋅−ϕ−

=

1

0
2

sin3

2

cos
2

cos3

2

sin

y

x

3Ab . 

Условие связей в общем виде представлено уравнением:  
222 )()( CiAiCiAi yyxxl −+−= , 

где iBiCi qlxx cos1 ⋅+= ; iBiCi qlyy sin1 ⋅+= . 

Для упрощения решения квадратного уравнения произведем замену некото-

рых выражений: 
2

2

2

1

2222 22 lyyxxlyxyxK BiAiBiAiBiBiAiAii −⋅⋅−⋅⋅−++++= ; 

)(2 1 AiBii xxlN −⋅⋅= ; 

)(2 1 AiBii yylP −⋅⋅= . 

В итоге получаем уравнение: 

)(2

)()(4)2(2
cos

22

22222

ii

iiiiiiii

i PN

PKPNNKNK
q

+⋅
−⋅+⋅−⋅⋅±⋅⋅−

= . 

Отсюда находим значения q1, q2, q3  при конкретных заданных значениях 

координат положения центра платформы А1А2А3 (x; y), угла поворота φ платфор-

мы вокруг этого центра и длин звеньев BiCi  и Ci Ai. 

Неявная функция между обобщенными и абсолютными координатами будет 

иметь вид: 0),,,( =ϕ iqyxF . В общем виде неявную функцию можно записать в 

виде: 
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22 )sin()cos( iiBiAiiiBiAii qlyyqlxxF ⋅−−+⋅−−= . 

Для манипулятора с тремя кинематическими цепями имеем: 

0)sin()cos( 2
1111

2
11111 =⋅−−+⋅−−= qlyyqlxxF BABA  

   0)sin()cos( 2

2222

2

22222 =⋅−−+⋅−−= qlyyqlxxF BABA
  (2.9) 

0)sin()cos( 2
3333

2
33333 =⋅−−+⋅−−= qlyyqlxxF BABA  

Таким образом, составлены уравнения связей плоского механизма. 

 

 

2.3. Решение задачи о скоростях  

 

В параграфе дается решение задач о скоростях и особых положениях двумя 

метода: аппаратом винтового исчисления и дифференцированием уравнений свя-

зи. 

 

2.3.1. Решение задачи о скоростях 

методом винтового исчисления 

 

Угловая скорость выходного звена равна сумме угловых скоростей шарни-

ров звеньев одной цепи [31]: 

                                              121211 ω+ω+ω=ω ,                                          (2.10) 

а линейная скорость выходного звена равна сумме скоростей шарниров звеньев 

одной цепи: 

                                          xxxx VVVV 131211 ++= ;                                           (2.11) 

                                          yyyy VVVV 131211 ++= ,                                           (2.12) 

где  )(()( ) xyyxxzzxyzzy

zyx

zyx kji

kji

V ωρ−ωρ+ωρ−ωρ−ωρ−ωρ=
















ωωω
ρρρ=ω×ρ=  
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Рассмотрим первое звено с положением второго шарнира в точке 

)5,1;413,1(1

1 −C . Зная координаты радиус-векторов: 21 −=ρ y , 01 =ρ x , 5,12 −=ρ y , 

413,12 =ρ x , 13 −=ρ y  и 03 =ρ x , можно определить скорости : 

                               111111 ωρ= yxV ;      111111 ωρ−= xyV ;     011 =zV ; 

                               121212 ωρ= yxV ;      121212 ωρ−= xyV ;     012 =zV ; 

                               131313 ωρ= yxV ;      131313 ωρ−= xyV ;     013 =zV . 

при 0=ρ z , 0=ωx , 0=ω y . 

Решив систему уравнений (2.10), (2.11), (2.12) получаем: 

121211 ω+ω+ω=ω ; 

131312121111 ωρ+ωρ+ωρ= yyyxV ;    (2.13) 

131312121111 ωρ−ωρ−ωρ−= xxxyV . 

Рассмотрим обратную задачу о скоростях. Задав значения скоростей выходного 

звена: ω=1 рад/c , Vx=1 м/c, Vу=1 м/c, определим значения радиусов-векторов. Сис-

тему уравнений скоростей (2.13) можно записать в виде: 

1212111 ω+ω+ω= ; 

131211 15,121 ω⋅−ω⋅−ω⋅−= ; 

131211 0413,101 ω⋅−ω⋅−ω⋅=  

 Для расчета скоростей ω11, ω12, ω13 применим правило Крамера. Составим матри-

цу  
















−
−−−=
0413,10

15,12

111

А , определитель которой 413,1=A . Заменив первый 

столбец матрицы А свободными членами 
















1

1

1

, имеем новую матрицу 

















−
−−=
0413,11

15,11

111

1A , определитель которой det(A1)= – 2,236. 
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Меняя второй и третий столбцы на столбец свободных членов 
















1

1

1

, получаем 

соответственно матрицы 2A  и 3A , для которых det(A2)=–1 и det(A3)= 4,739 

Тогда угловые скорости всех шарниров первой цепи (с координатами точки 

)5,1;413,1(1

1 −C  можно рассчитать как 

646,1
)(

)(
11 −==ω

A

A 1

det

det
рад/c; 708,0

)(

)(
12 −==ω

A

A 2

det

det
рад/c;  354,3

)(

)(
13 ==ω

A

A 3

det

det
 

рад/c. 

Рассмотрим положение первого звена при положении второго шарнира в 

точке )5,1;413,1(2

1 −−C . Значения радиус-векторов составляют:  

21 −=ρ y ;     01 =ρ x ;     5,12 −=ρ y ;    413,12 −=ρ x ;     13 −=ρ y ;     03 =ρ x . 

Решив уравнения (2.7), (2.8), (2.9) с учётом новых значений радиус-

векторов, получаем  матрицу, состоящую из значений радиусов-векторов 

















−−−=
0413,10

15,12

111
/А , определитель которой det(A /)=–1,413.  

Заменив первый столбец матрицы /A  свободными членами 
















1

1

1

, имеем но-

вую матрицу 
















−−=
0413,11

15.11

111
/
1A , определитель которой det(A1

/)=3,326. 

Меняя второй и третий столбцы на столбец свободных членов, получаем 

соответственно матрицы /
2A  и /

3A , для которых определители равны det(A2
/)=–1 и  

det(A3
/)=–3,739. 

Тогда угловые скорости всех шарниров первой цепи (с координатами точки 
2
1C ) будут равны: 

354,2/

11 −=ω  рад/c; 708,0/

12 =ω  рад/c;  646,2/

13 =ω  рад/c. 

Аналогичным образом определяются и угловые скорости шарниров: 



 68 

второй цепи с координатами точки ),975,1;592,0(1

2С : 

                ω21=0,882  рад/c;      ω22=–0,966 рад/c;     ω32=2,848 рад/c; 

второй цепи, с координатами )474,0;006,2(2

2 −C : 

               849,1/

21 −=ω  рад/c;      966,0/

22 =ω  рад/c;     884,1/

32 =ω  рад/c; 

третей цепи с координатами точки )474,0;006,2(1

3 −−C : 

                ω31=0,237  рад/c;      ω32=–0,259 рад/c;     ω33=–0,505 рад/c; 

третей цепи с координатами точки )975,1;592,0(2

3 −C : 

                496,0/

31 =ω  рад/c;       259,0/

32 −=ω  рад/c;        764,0/

33 =ω  рад/c. 

Получено решение обратной задачи о скоростях с использованием винтового ис-

числения. 

При решении прямой задачи о скоростях необходимо определить силовые и 

кинематические винты [31]. Под силовым винтом понимается винт, к которому 

приводится система сил, действующая на тело, причем вектором винта является 

равнодействующая сила, а моментом – момент всех сил относительно некоторой 

точки приведения. Кинематический винт характеризует общий вид бесконечно 

малого движения твердого тела. Винт можно определить шестью плюккеровыми 

координатами, причем три из них – проекции вектора на координатные оси, а три 

другие – проекции момента винта относительно начала координат на координат-

ные оси. 

Относительный момент mom – сумма скалярных произведений  вектора 

первого винта на момент второго относительно некоторой точки и вектора второ-

го винта на момент первого относительно той же точки. 

Обозначим через f силу, действующую на выходное звено. Тогда  

( ) )Ω,(Ω, 11fmomfmom = ,    (2.14) 

где Ω - кинематический винт выходного звена с координатами zyxzyx VVV ωωω ,,,,, ; 

Ω11 – кинематический винт входного звена с координатами 

zyxzyx VVV 111111111111 ,,,,, ωωω ;  

zyxzyx VVV ωωω ,,,,,  – скорости выходного звена;  
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zyxzyx VVV 111111111111 ,,,,, ωωω  – скорости входного звена. 

Тогда можно записать уравнения относительных моментов в виде: 

( ) zωωω zyyxxzzyyxx mmmVfVfVff,mom +++++=Ω  

( ) zzyyxxzzyyxx mmmVfVfVffmom 11111111111111, ω+ω+ω+++=Ω  

Решив уравнение (2.14), получаем: 

                                      11111 ωρ= yxV , 11111 ωρ−= xyV , 011 =zV , 

                                            011 =ω x , 011 =ω y , 1111 ω=ω z . 

Тогда уравнения относительных моментов приобретают вид: 

( ) zzyyxx mVfVff,mom ω++=Ω , 

( ) z11ωz11yy11xx11 mVfVff,mom ++=Ω . 

Составим систему уравнений для трех звеньев: 

zzyyxxzzyyxx eVeVeeVeVe 11

0

1111111

0

111 ω++=ω++ ; 

    zzyyxxzzyyxx eVeVeeVeVe 21

0

2212212

0

222 ω++=ω++ ;   (2.15) 

zzyyxxzzyyxx eVeVeeVeVe 31

0

3313313

0

333 ω++=ω++  

где e1x, e1y, e2x, e2y, e3x, e3z – плюккеровы координаты единичных векторов, которые 

рассчитываются следующим образом: 

1

11
1 l

xx
e АС

x

−= ,          
1

11
1 l

yy
e АС

y

−= , 

1

22
2 l

xx
e АС

x

−= ,           
1

22
2 l

yy
e АС

y

−= , 

1

33
3 l

xx
e АС

x

−= ,             
1

33
3 l

yy
e АС

y

−= . 

С учётом 12

1

2

1 =+ yx ee  моментная часть плюккеровых координат вычисляет-

ся по следующим зависимостям: 

)eρe(ρ)eρe(ρ)eρe(ρ

eee

ρρρ xyyxxzzxyzzy

zyx

zyx −+−−−=
















= kji

kji
0
ze , 
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)( 1111

0

1 xyyxz eeke ρ−ρ= ;      )( 2222

0

2 xyyxz eeke ρ−ρ= ;      )( 3333

0

3 xyyxz eeke ρ−ρ= . 

Для звеньев 1

1

11 ВСА ; 2

1

22 ВСА ; 3

1

33 ВСА  плюккеровые координаты составляют: 

                                   94,01 =xe ;       333,01 −=ye ;     94,00

1 =ze ; 

                                   18,02 −=xe ;     98,02 =ye ;        94,00

2 =ze ; 

                                   76,03 −=xe ;     649,03 −=ye ;    94,00

3 =ze . 

Значения радиусов векторов равны: 

          21 −=ρ y ;     01 =ρ x ;     12 =ρ y ;     732,12 =ρ x ;     13 =ρ y ;     732,13 −=ρ x . 

Задавая входные скорости равными ω1=1 рад/c , Vx=1 м/c,    Vу=1 м/c,       и 

подставив найденные плюккеровы координаты в (2.15), получаем систему урав-

нений: 

11

0

1111111111

0

111 )( ω+ωρ−+ωρ=++ zxyyxzyx eeeeee ; 

   21

0

221222122

0

222 )( ω+ωρ−+ωρ=++ zxyyxzyx eeeeee ;   (2.16) 

31

0

331333133

0

333 )( ω+ωρ−+ωρ=++ zxyyxzyx eeeeee . 

Составив соответствующую матрицу и используя правило Крамера, получа-

ем скорости входного звена: 

               ω1=–1,646 рад/c;    ω2=–1,846 рад/с;       ω3=0,496  рад/с.   

Для звеньев 1

2

11 ВСА ; 2

2

22 ВСА ; 3

2

33 ВСА  плюккеровы координаты составляют: 

94,01 =xe ;           333,01 −=ye ;     94,00

1 =ze ; 

  76,02 =xe ;          649,02 −=ye ;      94,00

2 −=ze ; 

  183,03 =xe ;          983,03 =ye ;       94,00

3 −=ze . 

Задавая выходные скорости, равными ω1=1 рад/c , Vx=1 м/c, Vу=1м/c, и под-

ставив найденные плюккеровы координаты в выражения (2.654), составляем со-

ответствующую матрицу и, используя правило Крамера, получаем скорости вход-

ного звена: 

                ω1=–2,354 рад/c;      ω2=–0,883 рад/с;        ω3=0,237  рад/с. 

Теперь решим прямую задачу. т.е. определим скорости выходного звена при 

известных обобщенных скоростях. 
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Задав обобщенные скорости ω1=1 рад/c, ω2=1 рад/c, ω3=1 рад/с и подставив 

их в уравнения (2.15), составляем систему уравнений для положения механизма с 

координатами А1С1В1;  А2С2В2; А3С3В3 : 

94,094,033,094,0 −=ω⋅+⋅−⋅ zyx VV ; 

    94,094,098,018,0 −=ω⋅+⋅+⋅− zyx VV ; 

  94,094,0649,076,0 −=ω⋅+⋅−⋅− zyx VV . 

Решив систему уравнений, составляем соответствующую матрицу и, ис-

пользуя правило Крамера, получаем: 

                             ω=–1 рад/c;               Vx=0 м/c;                Vу=0 м/c. 

Таким образом, решены прямая и обратная задача о скоростях с использованием 

аппарата винтового исчисления. 

 

2.3.2. Решение задачи о скоростях методом 

дифференцирования уравнений связей 

 

Найдем скорость, используя метод, предложенный Анджелесом и Госсле-

ном и основанный на дифференцировании уравнений связей (2.9) [109, 130, 178]. 

Для решения задачи о скоростях будем использовать аналитический подход, 

основанный на изучении свойств матрицы Якоби, представленных в общем виде:  

ω⋅−=⋅ )( BVА ,    (2.17) 

где   
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Здесь: А – матрица частных производных от неявной функции по x, y, φ;  

В – матрица частных производных от неявной функции по обобщенным ко-

ординатам qi; 
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V – абсолютные скорости центра выходного звена;  

ω – обобщенные скорости во вращательных шарнирах 1B , 2B  и 3B . 

Нужно найти частные производные от неявной функции между обобщен-

ными и абсолютными координатами и составить две матрицы. 

Для этого запишем матрицы Якоби (2.17) в виде: 
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  (2.18) 

Тогда частные производные от неявной функции по обобщенным и абсо-

лютным координатам составят: 

111
1 cos2sin222 qlxx

x

F
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111
1 sin2cos222 qlyy
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Приведем пример решения данной задачи при известных параметрах: 

l1= l2 =1,5;   x=0;    y=0;     φ=0. 

Подставив исходные данные, получим значения обобщенных координат iθ  

при расположении центра подвижной платформы в начале координат: 

q1=0,34рад=19,50;   q2=2,43рад=139,30;  q3=–1,75рад=–100,60; 

С учётом найденных значений имеем матрицы: 
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Подставив в уравнение (2.17) значения матриц А и В, получаем выражение: 
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Приняв, что компоненты скорости выходного звена в абсолютной системе 

координат равны 
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, имеем: 
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Откуда значения скоростей: 

                   646,11 =q&  рад/c;      849,12 =q&  рад/c;     496,03 −=q&  рад/c. 

Для решения обратной задачи примем: 
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Тогда уравнение (2.18) примет вид: 
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  (2.20) 

Решив (2.20) получаем 0=x& м/c ,  0=y&  м/c, 1−=ϕ&  рад/c. 

Таким образом, дифференцированием уравнений связей решены прямая и 

обратная задача о скоростях. Полученные значения скоростей совпадают с реше-

ниями, полученными аппаратом винтового исчисления. 

 

 

2.4. Решение задачи по определению 

особых положений механизма 

 

У механизмов параллельной структуры могут проявляться особые положе-

ния в рабочей зоне обслуживания, то есть положения, в которых либо теряется 

степень свободы, либо механизм становится неуправляемым. В связи с этим воз-
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никает задача по определению указанных положений и поиску возможностей вы-

вода данного механизм из особого положения. Полученные матрицы можно ис-

пользовать для определения особых положений. 

При особом положении манипулятора определитель матрицы, составленной 

из относительных моментов единичных силовых винтов, передаваемых со всех 

кинематических цепей, равен нулю. Для определения этого положения манипуля-

тора будем поворачивать выходное звено против часовой стрелки вокруг оси z. 

Используя уравнение связей, определим координаты точек, соответствующих 

особому положению, в котором звенья А1C1, А2C2, А3C3 пересекутся в одной точке 

(рис.2.10). В рассматриваемом случае – это точка начала координат. В этом слу-

чае координаты точек звеньев равны:  

),8,0;6,0(1

1 −A )920,0;393,0(1

2A , )120,0;993,0(1

3 −−A ; 

),0,2;5,1(2

1 −C ),299,2;982,0(1

2C )299,0;482,2(1

3 −−C . 

Особое положение соответствует повороту на угол 08697,36=ϕ . 

Подставив значения плюккеровых координат в уравнение (2.15) имеем: 

11111111 2,1008,0)2(6,0083,06,0 ω⋅−=ω⋅+ω⋅⋅−ω⋅−⋅=ω⋅+⋅−⋅ zzyx VV ; 

21212121 2,10732,192,01393,0092,0393,0 ω⋅=ω⋅+ω⋅⋅+ω⋅⋅=ω⋅+⋅+⋅ zzyx VV ;         

31313131 2,10732,112,0993,0012,0993,0 ω⋅−=ω⋅+ω⋅⋅−ω⋅−=ω⋅+⋅−⋅− zzyx VV . 

Отсюда получаем: 

112,1083,06,0 ω⋅−=ω⋅+⋅−⋅ zyx VV , 

212,1092,0393,0 ω⋅=ω⋅+⋅+⋅ zyx VV , 

312,1012,0993,0 ω⋅−=ω⋅+⋅−⋅− zyx VV . 

Определитель матрицы, составленной из плюккеровых координат, стоящих 

при скоростях,  равен нулю: 

                                                  0

012,0993,0

092,0393,0

08,06,0

=
−−

−
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В этом случае обобщенные скорости могут быть равны нулю ω11=0 рад/c, 

ω21=0 рад/c, ω31=0 рад/c (т.е. привод заторможен), а выходное звено имеет движе-

ние. 

Составим систему уравнений согласно уравнению (2.15): 

0083,06,0 =ω⋅+⋅−⋅ zyx VV ; 

0092,0393,0 =ω⋅+⋅+⋅ zyx VV ; 

0012,0993,0 =ω⋅+⋅−⋅− zyx VV . 

Скорости Vx=0 м/c, Vу=0 м/c,  а ωz-  любая величина. 

Т.е. с точностью до множителя определен кинематический винт, который 

имеет мгновенное вращение вокруг оси z. 

 

Рис. 2.10. Особое положение механизма 

при пересечении звеньев всех цепей в точке О 

 

Далее рассмотрим случай особого положения, при котором одна цепь вы-

страивается вдоль одной линии (рис.2.11). Координаты точек А1(0;1); В1(0;-2); 
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С1(0;-0,5). Значения радиус-векторов составляют 21 −=ρ y , 01 =ρ x , 5,02 −=ρ y , 

02 =ρ x , 13 =ρ y , 03 =ρ x . В этом случае система уравнений (2.10), (2.11), 2.12) при-

мет вид: 

131211 ω+ω+ω=ω ; 

131211131312121111 15,02 ω⋅+ω⋅−ω⋅−=ω⋅ρ+ω⋅ρ+ω⋅ρ= yyyxV ; 

13121113x1312x1211x11y 000V ω⋅−ω⋅−ω⋅=ω⋅ρ−ω⋅ρ−ω⋅ρ−= . 

Найдем определитель матрицы, составленной из плюккеровых координат, 

стоящих при значениях скоростей равен нулю: 

0

15,02

000

111

=
−−

. 

Таким образом, определены особые положения с использованием аппарата винто-

вого исчисления. 

 

Рис. 2.11. Особое положение манипулятора, при котором звенья одной цепи 

выстраиваются в одну линию и линии всех звеньев пересекают точку В1 
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Решим эту же задачу на базе метода, предложенного Анджелесом и Госсле-

ном [82] и основанного на изучении свойств матриц, составленных из дифферен-

циальных уравнений. Эти выражения получены из уравнений связей.  

В нашем случае имеем две матрицы Якоби:  

- матрицу частных производных от неявной функции F по xn, yn, φ (матрица А) 

для перемещения выходного звена; 

- матрицу частных производных от неявной функции по обобщенным коор-

динатам qi (матрица В) – перемещение входного звена.  

Манипуляционный механизм находится в особом положении, если опреде-

литель одной из матриц Якоби равен нулю.  

Полученные матрицы позволяют определить особые положения манипуля-

тора. Если хотя бы одна из матриц Якоби вырождена (сингулярна), то манипуля-

тор находится в особом положении.  

Если определитель матрицы А равен нулю, то это соответствует положению 

манипулятора, в котором звенья всех цепей пересекаются в одной точке           

(рис. 2.10), что соответствует неуправляемой подвижности. Если определитель 

матрицы В равен нулю, то это соответствует положению манипулятора, в котором 

звенья одной цепи выстраиваются в одну линию (рис.3.3), при этом теряется одна 

степень свободы. 

Рассмотрим  случай неуправляемой подвижности. В этом случае центр вра-

щения подвижной платформы (т. О) находится в нулевой точке неподвижной сис-

темы координат (рис. 2.10). Найдем особое положение при вращении платформы 

вокруг точки О и определим угол φ, при котором звенья С1А1, С2А2, С3А3 пересе-

каются в одной точке – начале координат. Такому особому положению соответст-

вует поворот выходного звена-платформы на угол 087,36=ϕ , при этом  углы 

0

1 0=q& , 0

2 120=q& 0

3 240=q .  

Определители матриц А и В будут равны:  

0

036,0977,2

076,2179,1

04,28,1

=−−
−

=A , 
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656,46

59,300

0601,30

006,3

−=
−

−
−

=B . 

Рассмотрим случай, при котором происходит потеря одной степени свобо-

ды, т.е. определитель матрицы В равен нулю (рис.2.11). При смещении центра 

платформы точки О  из начала координат в точку (0; 2; 0) и угле поворота 0=ϕ  

определители матрицы В и А будут равны нулю:  

0

332,400

0243,40

000

=−=B ; 0

732,1275,0987,2

732,1275,0987,2

030

=
−

−=A . 

Обобщенные координаты составляют: q1=900, q2=65,50, q3=114,30, что явля-

ется особым положением, в котором присутствует потеря степени свободы и име-

ется неуправляемая подвижность.  

Особые положения плоского механизма встречаются как в рабочей зоне 

(рис. 2.10) , так и ее границе (рис.2.11). 

Показано, что особые положения можно определить с применением аппара-

та винтового исчисления, так и исследованием свойств матриц Якоби. Приведен-

ные примеры показали идентичность результатов. 

  

 

 

2.5. Определение рабочей зоны механизма 

 

Одной из основных характеристик манипуляторов является рабочая зона, 

т.е. пространство определяемое множеством точек, которых достигает выходное 

звено. Знание рабочего пространства определяет организацию гибкой производ-

ственной ячейки, в которую включен робот и эффективность производственной 

линии. При оценки рабочего пространства решают два вопроса: 

- при известной кинематической схеме механизма определить рабочее про-

странство, 
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- при известном рабочем пространстве определить кинематическую схему. 

Решение прямой задачи о положении позволяет определить положение и 

ориентацию в пространстве рабочего органа. Значения обобщенных координат 

манипулятора qi,  i=1,….., N находятся в пределах, обусловленных конструкцией 

механизма: 

maxmin iii qqq ≤≤ . 

Эти условия показывают область изменения обобщенных координат.  Каждому 

значению обобщенных координат соответствует определенное положение выход-

ного звена. Таким образом, области изменения обобщенных координат соответст-

вует область изменения области V рабочего пространства [48,  128]. Также, гра-

ница рабочего пространства определяется кинематической схемой механизма. 

Оценить непосредственно размер и форму рабочей зоны можно путем ис-

следования решений обратной задачи о положениях. При этом в большинстве 

случаев необходимо использовать итерационные алгоритмы [122, 123]. 

Для любого параллельного манипулятора в любой точке его рабочего про-

странства уравнения связи должны обращаться в тождества. В каждой точке ра-

бочей зоны манипулятора существуют решения прямой и обратной задачи о по-

ложениях. Вне рабочей зоны, соответственно, решить уравнения связи невозмож-

но. Определить рабочий объем и его геометрическую форму можно, рассчитав  

границы изменения абсолютных координат и решив обратную задачу о положе-

нии в каждой точке объема. Формирование рабочего пространства осуществляет-

ся численными методами по разработанному алгоритму (рис. 2.12). 
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Рис.2.12 Алгоритм определения рабочей зоны 
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Для рассматриваемого плоского манипулятора рабочая зона будет иметь 

следующий вид (рис. 2.13). 

 
Рис.2.13 Рабочая зона плоского механизма 

 

Таким образом, представлен алгоритм моделирования рабочей зоны меха-

низма параллельной структуры и проведен расчет при известных длинах звеньев. 

 

Выводы по главе 2 

 

1. В главе рассмотрены вопросы структурно-параметрического синтеза плоских 

манипуляционных механизмов параллельной структуры с тремя степенями сво-

боды, тремя кинематическими цепями на основе  структурных формул. Показаны 

принципы построения таких механизмов. 

2. Исследован плоский механизм с тремя степенями свободы. Для данной кинема-

тической схемы манипулятора получены уравнения связи между обобщенными 

(независимыми) координатами, описывающими изменение положения входных 

звеньев механизма, и абсолютными координатами его выходного звена, разрабо-

таны математические модели для решения прямой и обратной задачи о положени-
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ях. Полученное решение обратной задачи о положениях позволяет проводить 

дальнейшие кинематические и динамические исследования манипулятора, а так-

же решать задачи  управления.  

3. Решены задачи о скоростях методами дифференцирования уравнений связей и 

аппаратом винтового исчисления. Полученные решения прямой и обратной зада-

чи разными методами совпали. 

4. Решена задача определения особых положений механизма двумя способами: 

исследованием свойств матриц Якоби и теории винтового исчисления. 

5. В результате проведённого компьютерного моделирования получено решение 

определения рабочего пространства манипулятора. Показано, что размеры рабо-

чего пространства зависят от длин всех промежуточных звеньев каждой кинема-

тической цепи. Разработанные программы по определению рабочего пространства 

позволяют оценить его габариты, что необходимого для его установки в произ-

водственном помещении. 
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ГЛАВА 3. СИНТЕЗ И АНАЛИЗ ПОСТУПАТЕЛЬНО-НАПРАВЛЯЮЩИХ  

МАНИПУЛЯЦИОННЫХ МЕХАНИЗМОВ  

ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ 

 

В главе рассматривается синтез, кинематический анализ поступательно-

направляющих механизмов с тремя степенями свободы. Показаны принципы по-

строения механизмов данного класса. Кинематический анализ, определение осо-

бых положений проводится на основе связей, налагаемых кинематическими це-

пями, а также на основе винтового исчисления. Точность механизмов показана на 

основе линейной теории точности. 

 

3.1. Синтез поступательно-направляющих механизмов 

 

В параграфе рассмотрен структурно-параметрический синтез поступатель-

но-направляющих механизмов с тремя степенями свободы с тремя кинематиче-

скими цепями. В таких механизмах выходное звено имеет только поступательное 

движение. Каждая кинематическая цепь состоит из одной приводной поступа-

тельной пары [24, 174, 195, 204, 222]. Приводы могут быть с вращательными дви-

гателями либо поступательными. 

В основе построения таких манипуляторов положены две концепции синте-

за поступательно-направляющих механизмов либо каждая кинематическая цепь 

налагает одинаковые связи либо каждая цепь налагает по одной связи – момент. 

Кинематическая цепь в поступательно-направляющем механизме может со-

держать вращательные пары, поступательные или поступательные и вращатель-

ные. Поступательная пара может быть  выполнена в виде шарнирного параллело-

грамма. Кинематическая цепь может содержать:  

- три кинематические пары PPP, PaPP . (рис.3.1) 

- четыре кинематические пары PaPaRR, RPPR , RRRP (рис.3.2) 

- пять кинематических пар RPRRR, RRRRR, UPU (рис.3.3) 



 85 

  

а)                                                            б) 

Рис. 3.1 Кинематическая цепь с тремя кинематическими парами 

а – PPP,  б – PаPP 

 

В кинематических цепях с тремя поступательными парами их оси не долж-

ны быть компланарны. Цепь с поступательными парами налагает три связи. 

 
а) 

 

 
б) 
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в) 

 
г) 

Рис. 3.2 Кинематическая цепь в четырьмя кинематическими парами 

а –  RPRR, б – RRRP,   

в – PаPaRR, г – PRPR 

 

Рассмотрим кинематические цепи с пятью кинематическими парами 

(рис.3.5). В таких цепях оси входных и выходных пар должны быть параллельны. 

 

 
а) 
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б) 

 

в) 

 
г) 

Рис. 3.3. Кинематическая цепь с пятью кинематическими парами 

а – RRRRR б – RRRRR,  в – RRRRR, г – UPU 

 

Такие цепи налагают по три связи – три момента (рис.3.4) 

 
Рис. 3.4 Связи, налагаемые кинематическими цепями 
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Одним из наиболее известных механизмов является Дельта (рис.3.5 а) [146, 

158, 212, 223]. Этот механизм состоит из трех цепей. Каждая цепь содержит вра-

щательный двигатель, три вращательные кинематические пары, оси которых па-

раллельны и шарнирный параллелограмм. Оси параллелограммы перпендикуляр-

ны оси приводной вращательной пары. Схему механизма можно записать в виде 

3RRPaR. Применив формулу Сомова-Малышева (2.2), получаем число степеней 

свободы равным нулю: 

0345)111(65)1(6 5 =⋅⋅−−⋅=⋅−−⋅= pnW . 

Для определения числа степеней свободы уберем промежуточное звено па-

раллелограмма (рис3.5.б) и по формуле Сомова-Малышева рассчитаем число сте-

пеней свободы равно: 

3155)114(65)1(6 5 =⋅−−⋅=⋅−−⋅= pnW . 

              

а)                                                                                  б)  

Рис. 3.5.  Механизм Дельта 

а – 3RRPaR,  б – 3RRRRR   

 

Восстановив убранное звено, добавляем связь, причем она повторяющаяся. 

Таким образом, число степеней свободы механизма равно трем. 
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Если установить линейные двигатели, то кинематическая схема будет пред-

ставлена в виде 3PRPaR [236]. Это известный механизм называемый ортогляйд 

(рис.3.6). Число степеней свободы также равно трем. 

Рассмотрим механизм с пятью вращательными парами 3RRRRR (рис. 3.7) 

[71, 72, 86]. Число степеней свободы определяем по формуле (2.2): 

3155)114(65)1(6 5 =⋅−−⋅=⋅−−⋅= pnW . 

 
Рис.3.6. Механизм ортогляйд 3PRPaR 

 
Рис. 3.7. Механизм 3–RRRRR 
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Поступательно-направляющий механизм, в котором достигнута изотроп-

ность, представлен схемой (рис.3.8). Каждый двигатель в механизме соответству-

ет перемещению выходного звена только по одной координате, а передаточное 

отношение равно единице. 

Число степеней свободы в этом механизме определим по формуле (2.2): 

0125)111(65)1(6 5 =⋅−−⋅=⋅−−⋅= pnW . 

Однако механизм имеет три степени свободы, что объясняется повторяющимися 

связями – двумя моментами в каждой цепи. 

 
Рис.3.8 Изотропный механизм 3PRRR 

 

В механизме (рис. 3.9) постоянство ориентации выходного звена достигается за 

счет того, что в каждой из трех кинематических цепей имеют место два карданных 

шарнира. Таким образом, три кинематические цепи «отбирают» три возможных 

вращения. 

Число степеней свободы определяются по формуле (2.2): 

3155)114(65)1(6 5 =⋅−−⋅=⋅−−⋅= pnW . 
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Для обеспечения поступательного движения необходимо, чтобы входное звено 

первого шарнира Гука и выходное звено второго шарнира Гука были параллель-

ны. 

 
Рис. 3.9. Механизм 3UPU 

 

Таким образом, показана методика синтеза и анализа поступательно-

направляющего механизма параллельной структуры с тремя степенями свободы 

на основе связей налагаемых кинематическими цепями. Представлены кинемати-

ческие цепи с различными кинематическими парами. Показано, что оси первой и 

последней пар параллельны. 

Связи, налагаемые кинематическими цепями могут быть повторяющимися 

(одинаковые в каждой), либо неповторяющимися, при этом характер движения не 

меняется. 
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3.2. Решение задачи о положении 

 

 

Рассмотрим манипулятор параллельной структуры, в котором для обеспече-

ния поступательных перемещений в каждой кинематической цепи содержится по 

три поступательные пары, причем две из трех пар выполнены в виде шарнирного 

параллелограмма [117]. Данный манипулятор имеет три замкнутые кинематиче-

ские цепи, обладает тремя степенями свободы: перемещение вдоль осей x,y,z 

(рис.3.10). 

Для структурного анализа параллельных механизмов существует формула Сомова 

– Малышева. 

Для поступательной направляющей кинематической структуры запрещены 

изначально все вращения вокруг осей, поэтому возможно применение следующей 

формулы (2.1). Согласно этому выражению число степеней свободы рассматри-

ваемого механизма равно: 

318210192)18(32)1(3 45 =−=⋅−⋅−−⋅=−⋅−−⋅= ppnW . 

Таким образом, данный манипулятор имеет три замкнутые кинематические 

цепи, обладает тремя степенями свободы: перемещение вдоль осей x, y, z. 

Рассмотрим перемещения в первой кинематической цепи. Точка В1 переме-

щается вдоль оси х. Точка С1 перемещается по окружности радиуса l1 на угол φ11 в 

плоскости xoz. Точка А1 будет перемещаться также по окружности радиуса l2 в 

плоскости, параллельной плоскости xoy, на угол φ12. При этом расстояние от точ-

ки А1 до центра платформы (до точки О) равно длине l3 (рис.3.11). 

Перемещения по окружности направлены против часовой стрелки, при 

взгляде со стороны положительно направленной оси вращения. 
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Рис. 3.10 Поступательно-направляющий манипулятор  

параллельной структуры с тремя степенями свободы 

 

Запишем уравнения для описанных перемещений (идем от точки В1 к С1, да-

лее к А1). 

Координаты точки );;( 1111 CCC zyxC  определяются как: 

                                                    11111 cosϕ⋅−= lxx BC ;                                          (3.1) 

                                                            01 =Cy ;                                                          (3.2) 

                                                        1111 sinϕ⋅= lzC .                                                     (3.3) 

Координаты точки );;( 1111 AAA zyxA  составляют: 

                                                   12211 cosϕ⋅−= lxx CA ;                                   (3.4) 

                                                     1221 sinϕ⋅−= lyA ;                                        (3.5) 

                                                          11 CA zz = ,                                                (3.6) 

где  l1, l2 – длины сторон параллелограммов;  

φ11 ,  φ12 – углы поворотов в первом и втором параллелограммах. 



 94 

 

Рис. 3.11 Перемещения в трех кинематических цепях 

 

Координаты точки );;( 1111 BBB zyxB  zB1 и yB1 находятся на осях oz и oy соответ-

ственно, т.е.  01 =By , 01 =Bz   

Предполагаем, что известно перемещение платформы. Для нахождения пе-

ремещения в приводах задаём координаты ( ; ; )O O OO x y z  и фактически, учитывая 

длину l3, имеем координаты точки 1 1 1 1( ; ; )A A AA x y z . Выражаем координаты точки В1 

через координаты А1. Из уравнения (3.6) найдем угол поворота в первом паралле-

лограмме: 

                                                       
2

1
12 arcsin

l

yA−=ϕ .                                           (3.7) 

С учетом равенств (3.6) и (3.3) из уравнения: 

                                                     11111 sinϕ== lzz CA  

вычисляем угол поворота во втором параллелограмме: 
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1

1
11 arcsin

l

zA=ϕ .                                        (3.8) 

Перепишем равенства (3.1) и (3.4) в виде: 

                                                     11111 cosϕ⋅+= lxx CB ;                                (3.9) 

                                                      12211 cosϕ⋅+= lxx AC .                               (3.10) 

После подстановки уравнения  (3.10) в уравнение (3.9) имеем: 

                                              11112211 coscos ϕ⋅+ϕ⋅+= llxx AB .                     (3.11) 

Заменив в уравнении (3.11) углы согласно уравнениям (3.7), (3.8), получаем: 

                      







⋅+








−⋅+=

1

1
1

2

1
211 arcsincosarcsincos

l

z
l

l

y
lxx AA

AB .            (3.12) 

Из уравнения (3.12) следует, что данная кинематическая цепь характеризует 

перемещение только вдоль оси x. 

Аналогично строим схемы перемещения для второй и третьей кинематиче-

ских цепей и вычисляем зависимости координат точек Вi от координат точки Аi ( 

i=2,3); 

координаты точки  );;( 2222 CCC zyxC : 

2112 sinϕ⋅= lx
С

;       21122 cosϕ⋅−= lyy BC ;      02 =Cz   (3.13) 

координаты точки  );;( 2222 AAA zyxA : 

22 CA xx = ,     22222 cosϕ⋅−= lyy CA ,      2222 sinϕ⋅−= lzA     (3.14) 

Координаты точки  );;( 2222 BBB zyxB : 

02 =Bx ;   







⋅+








−⋅+=

1

2
1

2

2
222 arcsincosarcsincos

l

x
l

l

z
lyy AA

AB     02 =Bz     (3.15) 

координаты точки  );;( 3333 CCC zyxC : 

03 =
С

x ;    3113 sinϕ⋅= lyC ;     31133 cosϕ⋅−= lzz BC     (3.16) 

координаты точки  );;( 3333 AAA zyxA : 

3223 sinϕ⋅−= lxA ;     33 CA yy = ;     32233 cosϕ⋅−= lyz CA    (3.17) 

координаты точки  );;( 3333 BBB zyxB : 

03 =Bx ;     03 =By ; 
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⋅+








−⋅+=

1

3
1

2

3
233 arcsincosarcsincos

l

y
l

l

x
lzz AA

AB   (3.18) 

В дальнейших расчетах обозначим входные координаты механизма в точках 

)0;0;( 11 qB )0;;0( 22 qB );0;0( 33 qB  

Решая уравнения (3.13), (3.14), (3.15), (3.16), (3.17) запишем систему урав-

нений, показывающих зависимость между координатами точек Вi и Аi: 
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x
lzq

l

x
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z
lyq

l

z
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l

y
lxq

AA
A

AA
A

AA
A

   (3.19) 

Задача о положениях манипулятора описывается функцией положения ме-

ханизма, которая в неявном виде выражается уравнением: 

0),,,,,( 321000 =qqqzyxF . 

Уравнение связи для поступательно – направляющего манипулятора с тремя 

кинематическими парами можно представить системой уравнений в общем виде: 









=
=
=

.0),,,(

;0),,,(

;0),,,(

30003

20002

10001

qzyxF

qzyxF

qzyxF

     (3.20) 

Подставив в уравнения (3.20) выражения (3.19) получаем функцию положения: 
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;0arcsincosarcsincos

1

0
1

2

0
23033

1

0
1

2
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1

0
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2

0
23011

l

y
l

l

x
llzqF

l

x
l

l

z
llyqF

l

z
l

l

y
llxqF

  (3.21) 

Используя обратную задачу о положении можно определить рабочую зону меха-

низма, показанную на рис. 3.12. [122, 123]. 
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Рис.3.12 Рабочая зона механизма 

 

Итак, на основе структурных формул исследован поступательно-

направляющий механизм, получены уравнения связей, решена задача о положе-

нии. Определена рабочая зона механизма. Она представляет куб. 

 

 

 

3.3. Решение задач о скоростях и особых положениях 

 

В параграфе рассмотрено решение задачи о скоростях, определение особых 

положений двумя подходами: дифференцированием уравнений связей и методом 

винтового исчисления. 

 

3.3.1. Решение задачи о скоростях на основе уравнений связей 

 

Для решения задачи о скоростях будем использовать аналитический подход, 

основанный на изучении свойств матрицы Якоби, представленной в общем виде 

[178]: 

i1VB)(VA ⋅−=⋅ ,     (3.22) 
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где    
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Здесь: А – матрица частных производных от неявной функции по 000 ,, zyx ;  

В – матрица частных производных от неявной функции по обобщенным  коорди-

натам 321 ,, qqq ;   

V  – вектор скорости выходного звена, разложенный на оси x,y,z – Vx, Vy, Vz;  

V i1– обобщенные скорости во входных звеньях (входные скорости). 

Запишем уравнение (3.22) в виде: 
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   (3.23) 

и найдем частные производные от неявной функции по обобщенным и абсолют-

ным координатам: 
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После подстановки значений частных производных в уравнение (3.23) урав-

нение скоростей примет вид: 
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        (3.24) 

Полученные уравнения позволяют решить прямую и обратную задачи о 

скоростях. 

Пример решения задачи о скоростях. Решим обратную задачу о скоростях, т.е. 

определим скорость входного звена. Зададим скорости входного звена V11=1 м/c, 

V21=1,5 м/с, V31=2 м/с и положение выходного звена в точке О (0,5; 0,5; 0,5). После 

дифференцирования уравнения связей уравнение скоростей (3.24) будет иметь 

вид: 
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V
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V

. 

Откуда находим значения обобщенных скоростей: 

Vx=–10,013 м/c ,  Vy=–9,696 м/c, Vz=–9,379м/c. 

Таким образом, используя уравнения дифференцирования связей получено 

решение обратной задачи о скоростях. Задавая обобщенные скорости, можно оп-

ределить скорости абсолютные (выходного звена). 
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3.3.2. Решение прямой задачи о скоростях  

методом винтового исчисления 

 

Для решения прямой задачи о скоростях методом винтового исчисления не-

обходимо найти силовые и кинематические винты. 

Относительный момент mom (R, Ω)– сумма скалярных произведений  век-

тора первого винта на момент второго относительно некоторой точки и вектора 

второго винта на момент первого относительно той же точки. 

Обозначив R – силовой винт, действующий на выходное звено со стороны  

i-й кинематической цепи (i=1–3), имеем: 

                                            mom (R, Ω)= mom (R, Ω11), 

где Ω - кинематический винт выходного звена; Ω11 – кинематический винт вход-

ного звена, или: 

( ) iyzixyixx rVrVrVmom ++=ΩR, ; 

( ) )(, ziiyixi rrrVfmom 1111 ++=Ω ; 

где iyixix rrr ,,  - плюккеровы координаты силового винта. 

Составим систему уравнений для трех кинематических цепей: 

)( 11111111 zyxzzyyxx rrrVrVrVrV ++⋅=⋅+⋅+⋅ ; 

      )( 22221222 zyxzzyyxx rrrVrVrVrV ++⋅=⋅+⋅+⋅ ;   (3.25) 

)( 33331333 zyxzzyyxx rrrVrVrVrV ++⋅=⋅+⋅+⋅ . 

Для решения задачи о скоростях определим плюккеровы координаты чет-

вертого силового винта, который появляется при торможении входного звена. Три 

момента, создаваемые тремя силами, запрещают вращение. 

Единичный вектор E11, перпендикулярный плоскости, которая образована 

двумя векторами: вектором, расположенным вдоль оси промежуточного звена 

первого параллелограмма, и вектором направления оси вращения кинематической 

пары (оси, параллельной oy), представляет собой: 
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или: 

).(cos)0()(sin
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sin0cos 1111111111 ϕ⋅+⋅+ϕ⋅=
















ϕ−ϕ= kji

kji

E  

Единичный вектор E12, перпендикулярный плоскости, которая образована 

двумя векторами: вектором, расположенным вдоль оси промежуточного звена 

второго параллелограмма, и вектором направления оси вращения кинематической 

пары (оси, параллельной oz), представляет собой: 
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Силовой винт R1 будет перпендикулярен плоскости, образованной единич-

ными векторами E11 и E12, и равен: 
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или: 
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)sincos()cos(sin
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Единичный вектор E12, перпендикулярный плоскости, которая образована 

двумя векторами: вектором, расположенным вдоль оси промежуточного звена 

первого параллелограмма, и вектором направления оси вращения кинематической 

пары (оси параллельной oz), представляет собой: 
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или               
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Единичный вектор E22, перпендикулярный плоскости, которая образована 

двумя векторами: вектором, расположенным вдоль оси промежуточного звена 

второго параллелограмма, и вектором направления оси вращения кинематической 

пары (оси параллельной ox), представляет собой: 
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Силовой винт R2 будет перпендикулярен плоскости, образованной единич-

ными векторами E21 и E22, и равен 
















=

zyx

zнyч

EEE

EEE

kji

222222

2121212R , или: 

).sincos()cos(cos

)cossin(

cossin0

0sincos

22212221

2221

2222

21212

ϕ⋅ϕ−⋅+ϕ⋅ϕ⋅+

+ϕ⋅ϕ−⋅=
















ϕ−ϕ
ϕϕ=

kj

i

kji

R
. 

Единичный вектор E31, перпендикулярный плоскости, которая образована 

двумя векторами: вектором, расположенным вдоль оси промежуточного звена 

первого параллелограмма, и вектором направления оси вращения кинематической 

пары (оси, параллельной ox), представляет собой 

















=
001
31313131 zyx eee

kji

E , 

Где 0
1

33
31 =−=

l

xx
e CB

x ;  31

1

33
31 sinϕ−=−=

l

yy
e CB

y ; 31

1

33
31 cosϕ=−=

l

zz
e CB

z , 

или: 

             )(sin)(cos)0(

001

cossin0 3131313131 ϕ⋅+ϕ⋅+⋅=
















ϕϕ−= kji

kji

E . 

Единичный вектор E32, перпендикулярный плоскости, которая образована 

двумя векторами: вектором, расположенным вдоль оси промежуточного звена 

второго параллелограмма, и вектором направления оси вращения кинематической 

пары (оси, параллельной oy), представляет собой: 

                                                   
















=
010
32323232 zyx eee

kji

E , 

где  32

2

33
32 sinϕ=−=

l

xx
e АС

x ;  0
2

33
32 =−=

l

yy
e АС

y ;    32

2

33
32 cosϕ=−=

l

zz
e АС

z , 
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или: 

              )(sin)0()cos(

010

cos0sin 3232323232 ϕ⋅+⋅+ϕ−⋅=
















ϕϕ= kji

kji

E . 

Силовой винт R3 будет перпендикулярен плоскости, образованной единич-

ными векторами E31 и E32, и равен 
















=

zyx

zнyч

EEE

EEE

kji

323232

3131313R , или: 

).cos(cos)cos(sin

)sin(cos

sin0cos

sincos0

32313231

3231

3232

31313

ϕ⋅ϕ⋅+ϕ⋅ϕ⋅+

+ϕ⋅ϕ⋅=
















ϕϕ−
ϕϕ=

kj

i

kji

R
 

Плюккеровы координаты силового винта можно определить и другим спо-

собом. 

Рассмотрим первую кинематическую цепь. Во втором шарнире в начальном 

положении ось поступательной пары, соответствующая первому параллелограм-

му, направлена вдоль оси oz и имеет координаты 
















1

0

0

. При повороте вокруг оси oy 

ее координаты будут определяться произведением координат в начальном поло-

жении на матрицу поворота вокруг оси oy: 

















ϕ

ϕ
=

















⋅
















ϕϕ−

ϕϕ
=

















11

11

1111

1111

12

12

12

cos

0

sin

1

0

0

cos0sin

010

sin0cos

z

y

x

. 

В третьем шарнире в начальном положении ось поступательной пары, соответст-

вующая второму параллелограмму, направлена вдоль оси oy и имеет координаты 

















0

1

0

. При повороте вокруг оси oz ее координаты будут определяться произведени-

ем координат в начальном положении на матрицу поворота вокруг оси oz: 
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ϕ−ϕ
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0
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sin

0

1

0

100

0cossin

0sincos

12

12

1212

1212

13

13

13

z

y

x

; 

);sincos()cos(sin)cos(cos

0cossin

cos0sin

111211121112

1212

1111

131313

1212121

ϕ⋅ϕ−⋅+ϕ⋅ϕ⋅+ϕ⋅ϕ⋅=

=
















ϕ−ϕ
ϕϕ=

















=

kji

kji

zyx

zyx

kji

R
 

11121 coscos ϕ⋅ϕ=xr ; 

     11121 cossin ϕ⋅ϕ=yr ;     (3.26) 

11121 sincos ϕ⋅ϕ−=zr . 

Рассмотрим вторую кинематическую цепь. Во втором шарнире в начальном 

положении ось поступательной пары, соответствующая первому параллелограм-

му, направлена вдоль оси ox и имеет координаты 
















0

0

1

. При повороте вокруг оси oz 

ее координаты будут определяться произведением координат в начальном поло-

жении на матрицу поворота вокруг оси oz: 

















ϕ
ϕ
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⋅
















ϕϕ
ϕ−ϕ
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0

sin

cos

0

0

1

100

0cossin

0sincos

21

21

2121

2121

21

21

21

z

y

x

. 

В третьем шарнире в начальном положении ось поступательной пары, соот-

ветствующая второму параллелограмму, направлена вдоль оси oz и имеет коорди-

наты 
















−1

0

0

. При повороте вокруг оси ox ее координаты будут определяться произ-

ведением координат в начальном положении на матрицу поворота вокруг оси ox: 
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−
⋅
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2222

2222

22

22

22

cos

sin

0

1

0

0

cossin0

sincos0

001

z

y

x

; 
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);sincos()cos(cos)sincos(

cossin0

0sincos

222122212122

2222

2121

222222

2121212

ϕ⋅ϕ−⋅+ϕ⋅ϕ⋅+ϕ⋅ϕ−⋅=

=
















ϕ−ϕ
ϕϕ=

















=

kji

kji

zyx

zyx

kji

R
 

21222 sincos ϕ⋅ϕ−=xr ; 

     22212 coscos ϕ⋅ϕ=yr      (3.27) 

22212 sincos ϕ⋅ϕ−=zr . 

Рассмотрим третью кинематическую цепь. Во втором шарнире в начальном 

положении ось поступательной пары, соответствующая первому параллелограм-

му, направлена вдоль оси oy и имеет координаты 
















0

1

0

. При повороте вокруг оси 

ox, ее координаты будут определяться произведением координат в начальном по-

ложении на матрицу поворота вокруг оси ox:  
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31

31

3131

3131

31

31

31

sin

cos

0

0

1

0

cossin0

sincos0

001

z

y

x

. 

В третьем шарнире в начальном положении ось поступательной пары, соот-

ветствующая второму параллелограмму, направлена вдоль оси ox и имеет коор-

динаты 
















0

0

1

. При повороте вокруг оси oy ее координаты будут определяться про-

изведением координат в начальном положении на матрицу поворота вокруг оси 

oy: 
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32

32
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cos

0
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1

cos0sin
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sin0cos
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y

x

; 

);coscos()cos(sin)sincos(

sin0cos

sincos0

323132313231

3232

3131

323232

3131313

ϕ⋅ϕ−⋅+ϕ⋅ϕ⋅+ϕ⋅ϕ−⋅=

=
















ϕϕ−
ϕϕ=

















=

kji

kji
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zyx

kji

R
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32313 sincos ϕ⋅ϕ−=xr ; 

     32313 cossin ϕ⋅ϕ=yr       (3.28) 

32313 coscos ϕ⋅ϕ−=zr . 

Задав координаты выходного звена точки О (0,5; 0,5; 0,5) и длины звеньев  

l1=1; l2=1, l3=1 координаты точки А1: 

















=
















=
=

+=

5,0

5,0

5,1

01

01

031

zz

yy

xlx

A

A

A

, 

согласно уравнениям (3.3), (3.7) углы поворота в параллелограммах равны: 

0

1

1
11 30

1

5,0
arcsinarcsin ===ϕ

l

zA ; 

0

2

1
12 30

1

5,0
arcsinarcsin −=−=−=ϕ

l

yA ; 

;232,330cos1)30cos(15,1

arcsincosarcsincos

00

1

1
1

2

1
211

=⋅+−⋅+=

=







+







−+=

l

z
l

l

y
lxq AA

A  

координаты точки А2: 

















=
















=
+=

=

5,0

5,1
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02
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zz

yly
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A

A
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0

1

2
21 30

1

5,0
arcsinarcsin ===ϕ

l

xA ; 

 

0

2

2
22 30

1

5,0
arcsinarcsin −=−=−=ϕ

l

zA ; 

;232,330cos1)30cos(15,1
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00

1

2
1

2

2
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=⋅+−⋅+=

=







+







−+=

l

x
l

l

z
lyq AA

A  

координаты точки А3: 
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0

1

3
31 30

1
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l

yA ; 

0

2

3
32 30

1

5,0
arcsinarcsin −=−=−=ϕ

l
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.232,330cos1)30cos(15,1
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1
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A  

Пример решения прямой задачи о скоростях. Зададим скорости входных звеньев 

V11=–1 м/c, V21=–1,5 м/с, V31=–2 м/с, тогда плюккеровы координаты силового вин-

та будут равны согласно уравнениям (3.26), (3.27), (3.28): 

75,030cos)30cos(coscos 00

11121 −=⋅−−=ϕ⋅ϕ−=xr ; 

432,0866,0)5,0(30cos)30sin(cossin 00

11121 =⋅−−=⋅−−=ϕ⋅ϕ−=yr ; 

432,030sin)30cos(sincos 00

11121 =⋅−=ϕ⋅ϕ=zr ; 

432,030sin)30cos(sincos 00

21222 =⋅−=ϕ⋅ϕ=xr ; 

75,0)30cos(30coscoscos 00

22212 −=−⋅−=ϕ⋅ϕ−=yr ; 

432,0)30sin(30cossincos 00

22212 =−⋅=ϕ⋅ϕ−=zr ; 

432,0)30sin(30cossincos 00

32313 =−⋅−=ϕ⋅ϕ−=xr ; 

432,0)30cos(30sincossin 00

32313 =−⋅=ϕ⋅ϕ=yr ; 

750,0)30cos(30coscoscos 00

32313 −=−⋅−=ϕ⋅ϕ−=zr . 

Подставив в уравнения (3.25) найденные значения плюккеровых координат 

силовых винтов, получаем систему уравнений скоростей манипулятора: 

)75,0(432,0432,0)750,0( 11 −⋅=⋅+⋅+−⋅ VVVV zyx ; 

)75,0()432,0()75,0(432,0 21 −⋅=−⋅+−⋅+⋅ VVVV zyx ; 

)75,0()75,0()432,0(432,0 31 −⋅=−⋅+−⋅+⋅ VVVV zyx . 
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Для решения системы уравнений составляем матрицу из плюккеровых ко-

ординат: 

















−
−

−
=

















75,0432,0432,0

432,075,0432,0

432,0432,075,0

333

222

111

zyx

zyx

zyx

rrr

rrr

rrr

 

и, применяя правило Крамера, определяем значения скоростей выходного звена: 

Vx=–10,013 м/c ,  Vy=–9,696 м/c, Vz=–9,379м/c. 

Получено решение прямой задачи о скоростях методом винтового исчисления, 

расчеты совпадают с решением задачи с использованием уравнений связей. 

 

 

 

3.3.3 Решение обратной задачи о скоростях методом  

винтового исчисления и определение особых положений. 

 

Рассмотрим решение обратной задачи о скоростях. Линейная скорость вы-

ходного звена равна сумме линейных скоростей шарниров звеньев одной цепи. 

Задаём скорости выходного звена Vx=–10,013 м/c, Vy=–9,696 м/c, Vz=–9,379м/c и 

составляем уравнения скоростей для первой кинематической цепи: 

xAxCxBx VVVV 111 ++= ; 

   yCyCyBy VVVV 111 ++= ;     (3.29) 

zCzCzBz VVVV 111 ++= , 

где VB1x, VC1x, VA1x – проекции скоростей точек В1, С1, А1 на оси х; VB1y, VC1y, VA1y – 

проекции скоростей точек В1, С1, А1 на оси y; VB1z, VC1z, VA1z – проекции скоростей 

точек В1, С1, А1  на оси z. 

Подставив значения плюккеровых координат в уравнения (3.29), получаем: 

113112111 AxCxBxx VEVEVEV ⋅+⋅+⋅= ; 

113112111 CzCyByy VEVEVEV ⋅+⋅+⋅= ; 

113112111 CzCzBzz VEVEVEV ⋅+⋅+⋅= , 
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где E11x, E11y, E11z – плюккеровые координаты единичного вектора; E12x, E12y, E12z – 

плюккеровы координаты единичного вектора, перпендикулярного плоскости, об-

разованной вектором, расположенным вдоль оси промежуточного звена первого 

параллелограмма, и вектором направления оси вращения кинематической пары 

(оси параллельной oz); E13x, E13y, E13z – координаты единичного вектора, перпенди-

кулярного плоскости образованной вектором, расположенным вдоль оси проме-

жуточного звена второго параллелограмма, и вектором направления оси вращения 

кинематической пары (оси, параллельной ox). 

Для второй кинематической пары уравнения скоростей имеют вид: 

xAxCxBx VVVV 222 ++= ; 

  yCyCyBy VVVV 222 ++= ;     (3.30) 

zCzCzBz VVVV 222 ++= , 

где VB2x, VC2x, VA2x – проекции скоростей точек В2, С2, А2 на оси х; VB2y, VC2y, VA2y – 

проекции скоростей точек В2, С2, А2 на оси y; VB2z, VC2z, VA2z  – проекции скоростей 

точек В2, С2, А2 на оси z . 

Подставляя значения плюккеровых координат в уравнения (3.30), получаем: 

223222221 AxCxBxx VEVEVEV ⋅+⋅+⋅= ; 

223222221 CzCyByy VEVEVEV ⋅+⋅+⋅= ; 

22322221 CzCzBzzz VEVEVEV ⋅+⋅+⋅= , 

где E21x, E21y, E21z – плюккеровы координаты единичного вектора, E22x, E22y, E22z – 

плюккеровы координаты единичного вектора, перпендикулярного плоскости, об-

разованной вектором, расположенным вдоль оси промежуточного звена первого 

параллелограмма, и вектором направления оси вращения кинематической пары 

(оси параллельной oy); E23x, E23y, E23z –координаты единичного вектора, перпенди-

кулярного плоскости, образованной вектором, расположенным вдоль оси проме-

жуточного звена второго параллелограмма, и вектором направления оси вращения 

кинематической пары (оси, параллельной oz). 

Для третьей кинематической пары уравнения скоростей имеет вид: 
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xAxCxBx VVVV 333 ++= ; 

  yCyCyBy VVVV 333 ++= ;     (3.31) 

zCzCzBz VVVV 333 ++= , 

где VB3x, VC3x, VA3x  – проекции скоростей точек В3, С3, А3 на оси х; VB3y, VС3y, VА3y – 

проекции скоростей точек В3, С3, А3 на оси y;   VB3z, VC3z  VA3z –проекции скоростей 

точек В3, С3, А3 на оси z . 

Подставляя значения плюккеровых координат в уравнения (3.31), получаем: 

333332331 AxCxBxx VEVEVEV ⋅+⋅+⋅= ; 

333332331 CzCyByy VEVEVEV ⋅+⋅+⋅= ; 

333332331 CzCzBzz VEVEVEV ⋅+⋅+⋅= , 

где E31x, E31y, E31z – плюккеровы координаты единичного вектора, E32x, E32y, E32z  – 

плюккеровы координаты единичного вектора, перпендикулярного плоскости, об-

разованной вектором, расположенным вдоль оси промежуточного звена первого 

параллелограмма, и вектором направления оси вращения кинематической пары 

(оси, параллельной ox); E33x, E33y, E33z– координаты единичного вектора, перпенди-

кулярного плоскости, образованной вектором, расположенным вдоль оси проме-

жуточного звена второго параллелограмма, и вектором направления оси вращения 

кинематической пары (оси,  параллельной oy). 

Плюккеровы координаты, стоящие при скоростях, для первой кинематиче-

ской цепи можно записать в виде: 
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Применяя правило Крамера, определяем скорости: 

                       VB1=1  м/с; VC1=–10,83 м/с; VA1 =–11,196  м/с. 

Плюккеровы координаты, стоящие  при скоростях, для второй кинематиче-

ской цепи можно записать в виде: 
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Применяя правило Крамера, определяем скорости: 

                       VB2=1,5  м/с; VC2=11,562 м/с; VA2 =17,505  м/с. 

Плюккеровы координаты, стоящие  при скоростях, для третьей кинематической 

цепи можно записать в виде: 
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Применяя правило Крамера, определяем скорости: 

                       VB3=2  м/с; VC3=17,498 м/с; VA3 =–0,577  м/с. 

Для определения особых положений рассмотрим одну из кинематических 

цепей манипулятора, например первую цепь. Рассмотрим матрицу, составленную 

из плюккеровых координат кинематических винтов: 

















ϕ
ϕ
ϕ−ϕ

0cos0

cos00

sinsin1

11

12

1211

. 

Особое положение соответствует такому положению звеньев кинематиче-

ской цепи, при котором матрица, составленная из плюккеровых координат, стано-

вится вырожденной, т.е. ее определитель равен нулю. 

Определитель матрицы равен нулю при следующих значениях углов: 

                          0

12

0

11 90,0 =ϕ=ϕ ;               0

12

0

11 90,0 −=ϕ=ϕ . 

Такое положение соответствует сложенному параллелограмму. 

Рассматривая механизм в целом, исследуем матрицу, составленную из 

плюккеровых координат силовых винтов из уравнения (3.25): 

                                                
















=
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rrr

rrr

333

222

111

H . 

Матрица вырождается при следующих значениях углов: 
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0

11 0=ϕ ;      0

12 0=ϕ ;      0

21 0=ϕ ;      0

22 0=ϕ ;      0

31 90=ϕ ;        0

32 0=ϕ . 

Таким образом, получено решение обратной задачи о скоростях методом винто-

вого исчисления, расчеты совпадают с решением задачи с использованием урав-

нений связей. А также используя аппарат винтового исчисления, определены осо-

бые положения механизма. 

 

3.3.4 Решение задачи об ускорении 

 

Дифференцируя уравнения связей 0),,,( 000 =iqzyxF , по t, получаем систему 

уравнений, связывающие скорости входных и выходных звеньев : 
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Дифференцируя уравнения связей второй раз по t, получаем кинематические 

уравнения, связывающие ускорения входных и выходных звеньев [124]: 
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   (3.32) 

Упростив полученное выражение, получаем значения частных производных для 

первой цепи: 
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Для решения задачи об ускорении введем следующие замены: 
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где 0
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Значения частных производных для второй цепи: 
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Значения частных производных для третьей цепи: 
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Уравнения ускорений (3.32) можно записать в следующем виде, принимая 

21 lll == : 
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Для решения задачи ускорения в приводах зададим уравнение движения выход-

ного звена: ( )tx cos1−= ; ( )ty cos22 ⋅−= ; ( )tz cos33 ⋅−= .  
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Это прямолинейное движение выходного звена, причем в начальный мо-

мент времени t=0 и конечный момент времени t=π его остановка. Такой закон 

движения соответствует технологической операции, например, погрузка-

выгрузка, съем-укладка.  

Подставив исходные уравнения движения выходного звена, получаем значения 

ускорений в приводах (рис.3.13). 

 
Рис. 3.13 График изменения ускорений в приводах 

1 – ускорение в приводе 1-й цепи,  

2 – ускорение в приводе 2-й цепи,                                                      

3 – ускорение в приводе 3-й цепи 

 
 

Таким образом, полученные уравнения ускорений в дальнейшем можно ис-

пользовать для решения задач динамики и управления. 
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3.4. Кинематическая точность 

поступательно-направляющего механизма 

 

Применение промышленных роботов определяется точностью воспроизве-

дения движения исполнительного органа и позиционирования [16, 17]. Погреш-

ность позиционирования зависит от многих системных и случайных составляю-

щих. К системным относят отклонения звеньев от номинальной длины, неточ-

ность работы системы управления. Системные погрешности могут быть учтены 

или скомпенсированы полностью или частично.  В параграфе рассмотрено влия-

ние отклонения линейных размеров звеньев от заданных.  

 Решение задачи о положении определяет взаимосвязь между входными и 

выходными координатами.  

В общем виде задача о положении задается в виде неявных функций: 

)( 321 iiiii qz,y,x,,L,L,LF =      (3.34) 

Полный дифференциал функции (3.34) можно записать в виде: 
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где Li1, Li2, Li3 – длины звеньев i-й цепи. 

Согласно линейной теории точности приращение в приводах равны нулю 

00,0, 321 =δ=δ=δ qqq . Тогда уравнения для трех кинематических цепей (3.35) 

можно записать в виде системы уравнений: 
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Частые производные будут равны: 
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Выразим из уравнения (3.35) приращения δx, δy, δz: 
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y

F

z

F

z

F

z

F

x

F

z

F

z

F

y

F

y

F

x

F

z

F

y

F

y

F

y

F

x

F

x

F

x

F

x

F
y

F

z

F
A

z

F

y

F
B

z

F

x

F
A

z

F

y

F
C

y

F

x

F
B

x

F

x

F
C

z

∂
∂

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂

−=δ
321321321322321321

323231213121

 

где 







δ

∂
∂+δ

∂
∂+δ

∂
∂−= 13

13

1
12

12

1
11

11

1 L
L

F
L

L

F
L

L

F
A ; 








δ

∂
∂+δ

∂
∂+δ

∂
∂−= 23

23

2
22

22

2
21

21

2 L
L

F
L

L

F
L

L

F
B  









δ

∂
∂

+δ
∂
∂

+δ
∂
∂

−= 33

33

3
32

32

3
31

31

3 L
L

F
L

L

F
L

L

F
C . 

Рассмотрим пример идеального механизма с длинами звеньев 

мм 200323122211211 ====== LLLLLL ,  мм 100332313 === LLL , координаты вы-

ходного звена в начальном положении (0; 0; 0), а отклонения длины звеньев 



 118 

1,0=δ 1

1L мм, 1,0=δ 1

2L  мм, 0=δ 1

3L мм. Отклонения выходного звена δx, δy, δz оп-

ределяется формулой (3.37), общее отклонение ∆ равно: 

мм345,0222 =δ+δ+δ=∆ zyx . 

Для исследования ошибок положения выберем несколько точек в рабочей зоне. 

Значения отклонения входного звена представлено в таблице 3.1. 

 

Таблица 3.1. 

Значения отклонений выходного звена, рассчитанное 

на основе линейной теории точности 

Координаты 
выходного звена, 

x, y, z, мм 

δx,мм δy,мм δz, мм Общее откло-
нение, ∆, мм 

0; 0; 0 -0,2 -0,2 -0,2 0,345 

20; 40; 0 -0,248 -0,2254 -0,2735 0,4326 

198; 140; 120 0,1244 0,2164 0,2363 0,3438 

170; 180; 130 0,1837 0,1696 0,2274 0,3380 

100; 120; 130 0,6071 0, 5532 0, 5251 0,9750 

170; 180; 180 0,1608 0,1500 0,1500 0,2262 

50; 80; -30 0, 2469 -0,2122 -0,3687 0,4919 

 

Механизмы параллельной структуры являются многозвенными, с взаимо-

влиянием приводов, что усложняет решение задачи, связанной с оценкой точно-

сти функционирования роботов. При  определении ошибок скорости использова-

ние линейной теории точности возможно в условиях малых перемещений, что ог-

раничивает круг задач. Это заставляет исследовать механизмы в рамках нелиней-

ной теории точности. Для проверки применимости линейной теории точности  

сравним результаты расчетов с фактическим отклонением. 

Зависимости между входными и выходными координатами можно записать 

в виде: 
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),,,,,( 3213210 qqqLLLfx = ; 

),,,,,( 3213210 qqqLLLfy = ,     (3.38) 

),,,,,( 3213210 qqqLLLfz =  

где 000 ,, zyx  – значения координат выходного звена идеального механизма, рас-

считываемые из задачи о положении. 

Тогда фактическое отклонение можно записать в виде: 

)( 3211 321i3i2ii q,q,q,∆LL,∆LL,∆LLfx +++= ; 

     )( 332211 321iiii q,q,q,∆LL,∆LL,∆LLfy +++= ;   (3.39) 

)( 332211 321iiii q,q,q,∆LL,∆LL,∆LLfz +++= . 

где iii z,y,x –  значения координат выходного звена при наличии отклонений в 

длинах звеньев механизма. 

Разность уравнений (3.38), (3.37) характеризует общую ошибку положения: 

0∆ xxx i −= ; 0yyy i −=∆ ; 0zzz i −=∆  

Расчеты по определению фактической ошибки положения координат представле-

ны в таблице 3.2. 

Таблица 3.2. 

Значения отклонений выходного звена, рассчитанное 

на основе нелинейной теории точности 

Координаты 
выходного звена, мм 

x, y, z 

∆x,мм ∆y,мм ∆z, мм Общее 
отклоне-
ние, мм 

Отклонение от 
линейной зави-
симости, % 

0; 0; 0 -0,2 -0,2 -0,2 0,345 0 

20; 40; 0 0,2476 0,2250 0,273 0,4319 0,16 

198; 140; 120 0,1243 0,2162 0,236 0,3434 0,12 

170; 180; 130 0,1835 0,1694 0,227 0,3376 0,12 

100; 120; 130 0,6020 0,5480 0,5205 0,9663 0,89 

170; 180; 180 0,1607 0,1499 0,149 0,2261 0 

50; 80; -30 0,2462 0, 2116 0, 367 0, 4907 0,25 
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Как видно из таблицы 7.2. ошибка  положения выходного звена, полученная с ис-

пользованием линейной теории точности, совпадает с результатами, полученны-

ми с расчетами, основанными на нелинейной теории точности. Отклонение не 

превышает более 1%. 

 

 

Выводы по главе 3 

 

1. Проведен структурно-параметрический синтез поступательно-направляющих 

механизмов с тремя степенями свободы с использованием структурных формул. 

Показано, что в основе построения таких механизмов лежит две концепции синте-

за – либо каждая цепь налагает одинаковые связи, либо каждая цепь налагает по 

одной связи (момент). Приведены примеры построения цепей с различным чис-

лом кинематических пар. На основе предложенных кинематических цепей синте-

зированы механизмы.  

2. Синтезирован новый поступательно-направляющий механизм с тремя кинема-

тическими цепями, содержащие по два шарнирных параллелограмма, получены 

уравнения связей. 

3. Решены прямые и обратные задачи о положении, о скоростях, об ускорениях, 

определены особые положения на основе уравнения связей и винтовом исчисле-

нии. Показана применимость двух методов решения. 

4. Исследованы вопросы геометрической точности механизма с применением ли-

нейной теории точности. Сопоставлены результаты расчетов, полученные с при-

менением нелинейной точности. Показано совпадение результатов. 

5. Определена рабочая зона механизма на основе задачи о положении, что позво-

ляет оценить габариты манипулятора, для установки его в производственных по-

мещениях. 
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ГЛАВА 4. СИНТЕЗ И АНАЛИЗ СФЕРИЧЕСКИХ  

МЕХАНИЗМОВ ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ 

 

В главе рассматриваются вопросы структурно-параметрического синтеза. 

Структурно-параметрический синтез проводится на основе структурных формул. 

Решены задачи кинематического анализа для нескольких сферических механиз-

мов. В частности, решены задачи о положении, о скоростях, ускорениях, опреде-

лены особые положения. Кинематический анализ проводится на основе связей, 

налагаемых кинематическими цепями, а также на основе винтового исчисления. 

Исследованы вопросы кинематической точности механизма. 

 

4.1. Синтез сферических механизмов. 

 

В параграфе рассмотрен структурно-параметрический синтез сферических  

механизмов с тремя степенями свободы с тремя кинематическими цепями. Задача 

осуществления передачи движения между взаимопересекающимися осями может 

быть решена с использованием сферических манипуляторов. Такие манипуляторы 

применяются в устройствах для ориентирования антенн, телескопов, в испыта-

тельных стендах, для обработки сферических поверхностей, в смесителях, тесто-

месильных машинах, в устройствах для оформления кондитерских изделий. Ма-

нипуляторы, выполняющие сферические движения, могут быть построены на ос-

нове различных конструктивных решений, однако все они обладают одним свой-

ством – их можно представить схемами, в которых оси входных и выходных ки-

нематических пар пересекаются в одной точке. 

Сферические механизмы строятся по принципам, когда каждая кинематиче-

ская цепь налагает одинаковые связи либо каждая цепь налагает по одной связи  – 

момент. 

Кинематическая цепь может содержать: 

- три вращательные пары, налагающие по три связи: RRR, RU (рис.4.1) 
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- пять вращательных пар, налагающих по одной связи: RRRRR,  URU 

(рис.4.2) 

 
а) 
 

 
б) 

Рис. 4.1 Кинематическая цепь с тремя вращательными парами с пересекающимися осями  

а – RRR, б – RU 

 
а) 
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б) 

 
в) 

 
г)  

Рис. 4.2 Кинематическая цепь с пятью парами 

а – RRRRR, б – RRRU, в – URU, г – UPU 
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Рассмотрим механизм с тремя цепями, содержащими по три вращательные 

пары (рис.4.3). Этот механизм состоит из трех кинематических цепей с пересе-

кающимися осями пар. Оси вращательных пар пересекаются в одной точке – на-

чале координат под углом 900. Выходное звено представляет собой вращающуюся 

вокруг трех осей платформу. Каждое входное звено цепи соединено с вращатель-

ным двигателем. В этом механизме каждая цепь налагает по три одинаковых свя-

зи. 

 

Рис.4.3 Сферический механизм 3RRR 

Согласно формуле Сомова – Малышева число степеней W свободы меха-

низма для пространственной кинематической структуры определяется следую-

щим образом: 

395)18(65)1(6 5 =⋅−−⋅=⋅−−⋅= pnW    (4.1) 

Применение этой формулы возможно в том случае, если на движения звень-

ев, входящих в состав механизма, не наложено каких-либо дополнительных усло-

вий (оси всех вращательных пар были параллельны, пересекались в одной точке и 

т.д.). Эти дополнительные требования изменяют характер движений механизма и 

соответственно изменяют вид его структурной формулы. 
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В сферическом механизме все три кинематические цепи налагают одинако-

вые связи и оси всех пар пересекаются в одной точке. Имеются три силовых винта 

и взаимные им три кинематические. Это винты нулевого параметра. Для опреде-

ления числа степеней свободы применим формулу Добровольского: 

392)18(32)1(3 45 =⋅−−⋅=−⋅−−⋅= ppnW    (4.2) 

Если последние вращательные пары заменить сферическими, то в этом слу-

чае каждая цепь налагает по одной связи (рис.4.4.). Число степеней свободы опре-

делим по формуле Сомова-Малышева: 

33365)18(6345)1(6 345 =⋅−⋅−−⋅=⋅−⋅−⋅−−⋅= pppnW  

 

Рис.4.4 Сферический механизм 3RRS 

Сферический механизм, построенный по принципу отбора каждой цепью по 

одной степени свободы. Эта степень свободы является поступательным движени-

ем (рис. 4.5).  

В этом механизме начальная вращательная кинематическая пара, располо-

жена перпендикулярно оси двигателя, а две промежуточные вращательные пары, 

расположены параллельно оси начальной пары. Конечная вращательная пара, 

расположена перпендикулярно оси второй промежуточной пары и сопряжена с 

выходным звеном.  
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Так как на движение не наложено дополнительных условий, то число степе-

ней свободы можно определить по формуле (4.1), соответствующей пространст-

венному механизму: 

3155)114(65)1(6 5 =⋅−−⋅=⋅−−⋅= pnW  

 

 
Рис. 4.5. Сферический механизм 3RRRRR 

 

Применение разных формул по определению числа степеней свободы  мож-

но объяснить на основе замкнутых групп винтов. Пусть выходное звено соедине-

но с основанием кинематической цепью, в которой кинематические пары распо-

ложены таким образом, что кинематические винты, определяемые соответствую-

щей парой, образуют замкнутую группу винтов. Соединение выходного звена и 

основания другой кинематической цепью, винты которой  входят в ту же группу 

винтов, подвижности не изменят. Замкнутые группы винтов могут быть одно, 

двух, трех четырех и шестичленные группы. Шестичленной группе соответствует 

общая формула Сомова –Малышева. 
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К трехчленной группе винтов относят винты с параметром р=0, оси которых 

пересекаются в одной точке, что соответствует сферическим механизмам 

(рис.4.3). 

Для построения механизмов, в которых выходное звено совершает движе-

ния, соответствующие трехчленной группе винтов,  используется  формула, соот-

ветствующая плоским механизмам. При проектировании механизмов параллель-

ной структуры присоединение другой цепи, соответствующей той же группе вин-

тов, не изменит числа степеней свободы. Если присоединяемая группа содержит 

меньшее  число винтов, то число степеней свободы уменьшится. 

Сферический механизм (рис 4.6) обладает частичной развязкой. Первая и 

вторая цепь, у которых оси приводных вращательных пар расположены вдоль 

осей x и y, налагают по одной связи (P22, P33). 

Две цепи, у которых входные звенья расположены вдоль осей x и y. Эти две 

кинематические цепи налагают по одной связи. 

 

Рис.4.6 Сферический механизм с тремя кинематическими цепями  

2RRRU, RU 

 

Применим формулу для определения числа степеней свободы: 

( )∑
−

−−=
2

1
566

i
ipW      (4.3) 
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Таким образом, число степеней свободы будет равно: 

( ) ( ) 456566 =−−−−=W  

Первая и вторая кинематические цепи имеют четыре степени свободы. Тре-

тья цепь, входная ось которой расположена вдоль оси z,  отбирает три движения – 

поступательные. Применим для расчета формулу (4.3): 

( ) 3366 =−−=W  

Выходное звено соединено с основанием кинематической цепью, в которой 

кинематические пары расположены таким образом, что кинематические винты, 

определяемые соответствующей парой, образуют замкнутую трехчленную группу 

винтов с параметром р=0. Также, для определения числа степеней свободы треть-

ей кинематической цепи можно применить формулу (4.2): 

332)14(32)1(3 45 =⋅−−⋅=−⋅−−⋅= ppnW  

Третья цепь отбирает те же 2 движения (т.е. налагает такие же связи P11, 

P12), что и первые две цепи (рис.4.7). Три вектора выходят из одной точки и име-

ется трехчленная группа винтов, остальные два вектора описываются той же трех-

членной группой винтов. Связи являются повторяющимися. Поэтому механизм 

обладает тремя степенями свободы. 

Рассмотрим сферические механизмы 3URU, 3UPU построенные  по прин-

ципу наложения каждой цепью по одной связи (рис. 4.8)  

Для определения числа степеней свободы применим формулу (4.3): 

( ) ( ) 3)56(56566 =−−−−−−=W  

 
Рис.4.7. Связи, налагаемые кинематическими цепями 
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а)                                                           б) 

Рис.4.8. Сферический механизм  

а – 3URU,  б – 3UPU 

 

Механизм с четырьмя цепями состоит из трех приводных цепей и одной цепи со-

держащей сферическую пару (рис. 4.9). Сферическая пара может быть заменена 

тремя парами, оси которых пересекаются. Все связи налагаются одной цепью, а 

три другие являются приводными. 

 

Рис.4.9. Сферический механизм с четырьмя цепями 1S, 3SPS 
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Таким образом, показаны кинематические цепи сферических механизмов, 

кинематические схемы механизмов, принципы их построения. Показана приме-

нимость формул определения числа степеней свободы, используя принцип нало-

жения связей и винтовое исчисление. 

 

 

4.2. Решение задачи о положении 

 

Рассмотрим сферический манипулятор, в котором оси вращательных пар  

пересекаются в одной точке – начале координат под углом 900 (рис.4.10) [83, 114]. 

Каждое входное звено цепи соединено с вращательным двигателем. Выходное 

звено представляет собой платформу, вращающуюся в точке О вокруг трех осей 

координат. Выходными координатами являются углы поворота платформы: угол 

α поворота вокруг оси x, угол β поворота вокруг оси y и угол γ поворота вокруг 

оси z. Обобщенными координатами являются углы φ11, φ21, φ31. поворота входных 

звеньев соответственно первой, второй и третьей кинематической цепи. 

 

Рис.4.10. Кинематическая схема сферического манипулятора  

с тремя кинематическими парами 

 

Запишем матрицу, описывающую переход от подвижной системы коорди-

нат к неподвижной системе координат выходного звена. Выходное звено повора-
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чивается в следующем порядке: сначала поворот вокруг оси z, затем – вокруг оси 

y и наконец – вокруг оси x. Матрицы поворота А вокруг осей x, y, z имеют сле-

дующий вид: 

вокруг оси х 
















αα
α−α=

cossin0

sincos0

001

1A ; 

вокруг оси y 
















ββ−

ββ
=

cos0sin

010

sin0cos

2A ; 

вокруг оси z 
















γγ
γ−γ

=
100

0cossin

0sincos

3A . 

Тогда матрица, описывающая переход от подвижной системы координат к 

неподвижной системе координат выходного звена, будет вид  

А=А1·А2·А3       (4.4) 

или после подстановки, получаем значение матрицы А : 

.

coscossincossin

sincossinsincossinsinsincoscossincos

sincoscossinsinsincossinsincoscoscos

















α⋅βα⋅ββ−
α⋅γ−β⋅γ⋅αγ⋅β⋅α+γ⋅αγ⋅β
β⋅γ⋅α+γ⋅αγ⋅α−α⋅β⋅γβ⋅γ

=A  

При рассмотрении движения выходного звена для наглядности вводится 

фиктивная кинематическая цепь определения его поворота вокруг осей в следую-

щей последовательности: z(γ); y(β); x(α) (рис.4.11).  

 
Рис. 4.11. Схема фиктивной кинематической цепи  

в неподвижной системе координат 
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В первой кинематической цепи входное звено осуществляет поворот вокруг 

осей в последовательности: x, y, z. Матрицы поворота В/ вокруг осей x, y, z имеют 

следующий вид: 

вокруг оси х 
















ϕϕ
ϕ−ϕ=

1111

1111

cossin0

sincos0

001
/
1B ; 

вокруг оси y 
















ϕϕ−

ϕϕ
=

1212

1212

cos0sin

010

sin0cos
/
2B ; 

вокруг оси z 
















ϕϕ
ϕ−ϕ

=
100

0cossin

0sincos

1313

1313

/
3B . 

Тогда матрица, описывающая переход от подвижной системы координат к 

неподвижной системе координат выходного звена, будет иметь вид: 
/
3

/
2

/
1

/ BBBB ⋅⋅=      (4.5) 

 или: 

















ϕ⋅ϕϕ⋅ϕ⋅ϕ+ϕ⋅ϕϕ⋅ϕ⋅ϕ−ϕ⋅ϕ
ϕ⋅ϕ−ϕ⋅ϕ⋅ϕ−ϕ⋅ϕϕ⋅ϕ⋅ϕ−ϕ⋅ϕ

ϕϕ⋅ϕ−ϕ⋅ϕ
=

121113121111131213111311

111213121113111211131311

1213121312

coscossinsincossincossincoscossinsin

sincossinsinsincoscossinsincossincos

sinsincoscoscos
/B . 

Единичный вектор оси пары выходного звена первой цепи имеет координа-

ты 
















1

0

0

. Подставив в уравнение связи 
















⋅=
















⋅
1

0

0

1

0

0
/ВА  найденные значения мат-

риц А и В/, получаем уравнение 
















ϕ⋅ϕ
ϕ⋅ϕ−

ϕ
=
















α⋅β
α⋅γ−β⋅γ⋅α
β⋅γ⋅α+α⋅γ

1211

1112

12

coscos

sincos

sin

coscos

sincossinsincos

sincoscossinsin
, 

из которого можно выразить угол φ11 через углы α, β, γ.  

Во второй кинематической цепи единичный вектор оси выходного звена 

имеет координаты 
















0

0

1

. Входное звено осуществляет поворот вокруг осей в после-
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довательности: y, z, x. Матрицы поворота В// вокруг осей y, z, x имеют следующий 

вид: 

вокруг оси y 
















ϕϕ−

ϕϕ
=

2121

2121

cos0sin

010

sin0cos
//
2B ; 

вокруг оси z 
















ϕϕ
ϕ−ϕ

=
100

0cossin

0sincos

2222

2222

//
3B ; 

вокруг оси х 
















ϕϕ
ϕ−ϕ=

2323

2323

cossin0

sincos0

001
//
1B . 

Матрица перехода от подвижной системы координат к неподвижной систе-

ме координат входного звена будет иметь вид: 
//
1

//
3

//
2

// BBBB ⋅⋅=       (4.6) 

или: 

.

sinsinsincoscossinsincossincossincos

sincoscoscossin

sinsincossincossincoscossinsincoscos

232221232122212323211222

2322232222

232221212322232123212212

















ϕ⋅ϕ⋅ϕ−ϕ⋅ϕϕ⋅ϕ⋅ϕ+ϕ⋅ϕϕ⋅ϕ−
ϕ⋅ϕ−ϕ⋅ϕϕ

ϕ⋅ϕ⋅ϕ+ϕ⋅ϕϕ⋅ϕ⋅ϕ−ϕ⋅ϕϕ⋅ϕ
=//B

Подставив в уравнение связи 
















⋅=
















⋅
0

0

1

0

0

1
//ВА  значения матриц А и В//, получаем 

уравнение 
















ϕ⋅ϕ−
ϕ

ϕ⋅ϕ
=

















β−
α⋅β
β⋅α

2122

22

2221

sincos

sin

coscos

sin

sincos

coscos

, из которого можно выразить угол 

φ21 через углы α, β, γ. 

В третьей кинематической цепи единичный вектор оси пары выходного зве-

на имеет координаты 
















0

1

0

. Входное звено осуществляет поворот в следующей по-

следовательности: вокруг осей z, x, y. Матрицы поворота В/// вокруг осей z, x, y 

имеют следующий вид: 
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вокруг оси z 
















ϕϕ
ϕ−ϕ

=
100

0cossin

0sincos

3131

3131

///
3B ; 

вокруг оси х 
















ϕϕ
ϕ−ϕ=

3232

3232

cossin0

sincos0

001
///
1B ; 

вокруг оси y 
















ϕϕ−

ϕϕ
=

3333

3333

cos0sin

010

sin0cos
///
2B . 

Матрица, описывающая переход от подвижной системы координат к непод-

вижной системе координат входного звена выглядит как: 
///
2

///
1

///
3

/// BBBB ⋅⋅=       (4.7) 

или: 

.

cossinsincos

sincoscossinsincoscossincossincos

sinsincossincossincossinsincoscos

23

2

233232

32323132312331313232
2

31

2331323231313232
2

313231

















ϕϕϕ⋅ϕ−
ϕ⋅ϕ⋅ϕ−ϕ⋅ϕϕ⋅ϕϕ⋅ϕ+ϕ⋅ϕ
ϕ⋅ϕ⋅ϕ+ϕ⋅ϕϕ⋅ϕ−ϕ⋅ϕ−ϕ⋅ϕ

=///B

 

Подставив найденных значений матриц А и В/// в уравнение связи 

















⋅=
















⋅
0

1

0

0

1

0
///ВА , получаем уравнение: 

















ϕ
ϕ⋅ϕ
ϕ⋅ϕ−

=
















γ⋅β
γ⋅β⋅α+γ⋅α
α⋅γ−γ⋅β⋅α

32

3231

3132

sin

coscos

sincos

sincos

sinsinsincoscos

sincossinsincos

.   (4.8) 

Из уравнения (4.8) можно выразить угол φ31 через углы α, β, γ. 

Задача о положениях показывает взаимосвязь между координатами выход-

ного звена и обобщенными координатами. Задача о положениях описывается 

функцией положения. В неявном виде функция положения механизма выражается 

уравнением: 

0),,,,,( 312111 =ϕϕϕγβαF      (4.9) 
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Уравнение связи для сферического манипулятора с тремя кинематическими 

парами можно представить системой уравнений: 









=ϕγβα
=ϕγβα
=ϕγβα

.0),,,(

;0),,,(

;0),,,(

313

212

111

F

F

F

     (4.10) 

После подстановки в уравнения связей (4.9) углов φ11, φ21, φ31 выраженных 

через α, β, γ имеем: 















=ϕ+
γ⋅β⋅α+γ⋅α
γ⋅α−α⋅β⋅γ=

=ϕ−
β⋅γ

β=

=
β⋅α

α⋅γ+β⋅γ⋅γ−ϕ=

.0tg
sinsinsincoscos

sincossinsincos

;0tg
coscos

sin

;0
coscos

sincossinsincos
tg

313

212

111

F

F

F

   (4.11) 

Таким образом, составлены уравнения связи между углами поворота вход-

ных звеньев и углами поворота выходного звена. 

Теперь рассмотрим сферический механизм, построенный по принципу, ко-

гда каждая цепь отбирает по одной степени свободы (рис.4.12) [85, 111, 167]. В 

этом механизме начальная вращательная кинематическая пара, расположена пер-

пендикулярно оси двигателя, а две промежуточные вращательные пары, располо-

жены параллельно оси начальной пары. Конечная вращательная пара, расположе-

на перпендикулярно оси второй промежуточной пары и сопряжена с выходным 

звеном. В первой цепи ось вращательного двигателя расположена вдоль оси х, ось 

начальной вращательной пары расположена параллельно оси у, ось конечной вра-

щательной пары рас положена вдоль оси z. Во второй кинематической цепи ось 

вращательного двигателя расположена вдоль оси у, ось начальной вращательной 

пары расположена вдоль оси z, ось конечной вращательной пары расположена 

вдоль оси х. В третьей кинематической цепи ось вращательного двигателя распо-

ложена вдоль оси z, ось начальной вращательной пары расположена параллельно 

оси х, ось конечной вращательной пары расположена вдоль оси у. 
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Рис.4.12. Сферический механизм в пятью кинематическими парами в цепях 

 

Первая цепь совершает следующие перемещения: поворот вокруг оси х на 

угол φ11, поворот вокруг оси у на угол φ12, перенос по оси z на расстояние l3, пере-

нос по оси х на расстояние l2, поворот вокруг z на угол φ13. Эти  перемещения 

описываются соответствующими матрицами в случае использования представле-

ния Денавитта-Хартенберга: 



















ϕϕ
ϕ−ϕ

=

1000

0cossin0

0sincos0

0001

1111

1111/
1B , 



















ϕϕ−

ϕϕ

=

1000

0cos0sin

0010

0sin0cos

1212

1212

/
2B , 



















=

1000

100

0010

0001

3l
/
3B , 



















=

1000

0100

0010

001 2l

/
4B , 



















ϕϕ
ϕ−ϕ

=

1000

0100

00cossin

00sincos

1313

1313

/
5B  

Матрица перехода входного звена первой цепи от подвижной системы координат 

к неподвижной равна:  
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/
5

/
4

/
3

/
2

/
1

/ BBBBBB ⋅⋅⋅⋅= .    (4.12) 

Единичный вектор оси входной пары равен 



















=

1

1

0

0

1Р .  

Выходное звено совершает последовательный поворот вокруг осей z, y, x 

соответственно на углы поворота γ, β, α. Матрицы, описывающие поворот вокруг 

осей z, y, x  соответственно выглядят следующим образом: 



















αα
α−α

=

1000

0cossin0

0sincos0

0001

1A , 



















ββ−

ββ

=

1000

0cos0sin

0010

0sin0cos

2A , 



















γγ
γ−γ

=

1000

0100

00cossin

00sincos

3A  

Матрица, описывающая переход выходного звена от подвижной системы 

координат к неподвижной, будет иметь вид:  

321 AAAA ⋅⋅=      (4.13) 



















α⋅βα⋅ββ−
α⋅γ−β⋅α⋅γα⋅β⋅γ+α⋅γβ⋅γ
β⋅α⋅γ+α⋅γα⋅γ−α⋅β⋅γβ⋅γ

=

1000

0coscossincossin

0sincossincossinsinsinsincoscoscossin

0sincoscossinsincossinsinsincoscoscos

А

Подставив в уравнение связи 1PВPА /
1 ⋅=⋅  найденные значения матриц А и В/, 

получим выражение: 

( )
( )



















ϕ⋅−ϕ⋅+ϕ⋅ϕ
ϕ+ϕ⋅+ϕ⋅−⋅ϕ−

ϕ⋅+ϕ⋅+ϕ

=



















α⋅β
α⋅γ−β⋅α⋅γ
β⋅α⋅γ+α⋅γ

1

sincoscoscos

coscossinsin

sincossin

1

coscos

sincossincossin

sincoscossinsin

1221231211

1212312211

12312212

ll

ll

ll

         (4.14) 

Из полученного уравнения (4.14) выражаем угол φ11  через α, β, γ: 

α⋅β
α⋅γ−β⋅α⋅γ=ϕ

coscos

sincossincossin
tg 11    (4.15) 
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Аналогичным образом составим уравнения связи для второй и третьей це-

пей. Единичный вектор оси выходного звена второй кинематической цепи имеет 

координаты 



















=

1

0

0

1

2P . Входное звено второй цепи совершает следующие переме-

щения: поворот вокруг оси у на угол φ21, поворот вокруг оси  z на угол φ22, пере-

нос по оси х на расстояние l2, перенос по оси у на расстояние l1, поворот вокруг х 

на угол φ23, которые описываются соответствующими матрицами: 



















ϕϕ−

ϕϕ

=

1000

0cos0sin

0010

0sin0cos

2121

2121

//
1B , 



















ϕϕ
ϕ−ϕ

=
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0100

00cossin

00sincos

2222
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//
2B , 



















=
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0100

0010

001 2l

//
3B , 



















=

1000

0100

010

0001

1l//
4B , 



















ϕϕ
ϕ−ϕ

=

1000

0cossin0

0sincos0

0001

2323

2323//
5B . 

Матрица перехода входного звена второй цепи от подвижной системы координат 

к неподвижной равна:  
//
5

//
4

//
3

//
2

//
1

// BBBBBB ⋅⋅⋅⋅=     (4.16) 

Подставив в уравнение связи 2PВPА //
2 ⋅=⋅  найденные значения матриц А 

и В//, получим выражение: 

( )

( )


















ϕ−ϕ⋅−ϕ⋅⋅ϕ
ϕ⋅+ϕ⋅+ϕ−

ϕ⋅−ϕ⋅+ϕ⋅ϕ

=



















β−
β⋅γ
β⋅γ

1

coscossinsin

sincossin

sincoscoscos

1

sin

cossin

coscos

1222122221

22122222

2222212221

ll

ll

ll

  (4.17)  

Из уравнения (4.14) выразим угол φ21 через α, β, γ: 

β⋅γ
β=ϕ
coscos

sin
tg 21     (4.18) 
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В третьей  кинематической цепи единичный вектор оси выходного звена 

имеет координаты 



















=

1

0

1

0

3P . Входное звено третьей цепи совершает перемещения 

в следующей последовательности: поворот вокруг оси z на угол φ31, поворот во-

круг оси х на угол φ32, перенос по оси у на расстояние l1, перенос по оси z на рас-

стояние l3, поворот вокруг х на угол φ33. Этим перемещениям соответствует мат-

рицы: 
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ϕ−ϕ

=
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00cossin

00sincos

3131

3131

///
1B



















ϕϕ
ϕ−ϕ

=

1000

0cossin0

0sincos0

0001

3232

3232///
2B



















=
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0100

010

0001

1l///
3B



















=

1000
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0010

0001

3l
///
4B



















ϕϕ−

ϕϕ

=

1000

0cos0sin

0010

0sin0cos

3333

3333

///
5B . 

Матрица перехода входного звена третьей цепи от подвижной системы координат 

к неподвижной равна: 
///
5

///
4

///
3

///
2

///
1

/// BBBBBB ⋅⋅⋅⋅=     (4.19) 

Подставив в уравнение связи 3PВPА ///
3 ⋅=⋅  найденные значения матриц А 

и В///, получим выражение  

( )
( )



















ϕ⋅+ϕ⋅+ϕ
ϕ⋅−ϕ⋅+ϕ⋅ϕ
ϕ−ϕ⋅−ϕ⋅⋅ϕ

=



















α⋅β
α⋅β⋅γ+γ⋅α
α⋅γ−α⋅β⋅γ

1

sincossin

sincoscoscos

coscossinsin

1

sincos

sinsinsincoscos

cossinsinsincos

32132332

3233213231

3232132331

ll

ll

ll

     (4.20) 

Выразим угол φ31 через α, β, γ, разделив вторую строчку на первую и при-

равняв строки матриц уравнения (4.20) получаем выражение: 

γ⋅β⋅α+γ⋅α
γ⋅α−α⋅β⋅γ−=ϕ

sinsinsincoscos

sincossinsincos
tg 31     (4.21) 
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Таким образом, полученные уравнения связей для двух рассмотренных механиз-

мов совпали. 

 Теперь рассмотрим механизм с повторяющимися связями (рис.4.13)          

[84, 112, 213]. 

 

 
Рис. 4.13 Сферический механизм с повторяющимися связями 

 

Первая цепь совершает следующие перемещения: поворот вокруг оси х на 

угол φ11, поворот вокруг оси у на угол φ12, перенос по оси z на расстояние l3, пере-

нос по оси х на расстояние l2, поворот вокруг z на угол φ13. Эти перемещения опи-

сываются соответствующими матрицами в случае использования представления 

Денавитта-Хартенберга: 
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5B  

Матрица перехода входного звена первой цепи от подвижной системы координат 

к неподвижной равна: 
/
5

/
4

/
3

/
2

/
1

/ BBBBBB ⋅⋅⋅⋅=     (4.22) 

Единичный вектор оси входной пары равен 



















=

1

1

0

0

1Р . Выходное звено совершает 

последовательный поворот вокруг осей z,  y, x соответственно на углы поворота γ, 

β, α. Матрицы, описывающие поворот вокруг осей z, y, x соответственно выглядят 

следующим образом: 
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00cossin
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3A  

Матрица, описывающая переход выходного звена от подвижной системы 

координат к неподвижной, будет иметь вид:  

3AAAA 21 ⋅⋅=      (4.23) 



















α⋅βα⋅ββ−
α⋅γ−β⋅α⋅γα⋅β⋅γ+α⋅γβ⋅γ
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=

1000

0coscossincossin
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0sincoscossinsincossinsinsincoscoscos

А  

Подставив в уравнение связи 1
/

1 PВPА ⋅=⋅  найденные значения матриц А и 

В/, получим выражение: 
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( )
( )



















ϕ⋅−ϕ⋅+ϕ⋅ϕ
ϕ+ϕ⋅+ϕ⋅−⋅ϕ−

ϕ⋅+ϕ⋅+ϕ

=



















α⋅β
α⋅γ−β⋅α⋅γ
β⋅α⋅γ+α⋅γ

1

sincoscoscos

coscossinsin

sincossin

1

coscos

sincossincossin

sincoscossinsin
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1212312211

12312212

ll

ll

ll

    (4.24) 

Из полученного уравнения (4.24) выражаем угол φ11 через α, β, γ: 

α⋅β
α⋅γ−β⋅α⋅γ=ϕ

coscos

sincossincossin
tg 11    (4.25) 

Вторая кинематическая цепь совершает следующие перемещения: поворот 

вокруг оси у на угол φ21, поворот вокруг оси х на угол φ22, перенос по оси z на рас-

стояние l3, перенос по оси у на расстояние l1, поворот вокруг z на угол φ31. 

Единичный вектор оси выходного звена второй кинематической цепи имеет 

координаты 
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0

2P . Эти перемещения описываются соответствующими матри-

цами: 
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Матрица перехода входного звена второй цепи от подвижной системы координат 

к неподвижной равна: 
//
5

//
4

//
3

//
2

//
1

// BBBBBB ⋅⋅⋅⋅=      (4.26) 

Подставив в уравнение связи 2
//

2 PВPА ⋅=⋅  найденные значения матриц А и 

В//, получим выражение: 
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       (4.27) 
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Выразим угол φ21 через α, β, γ из уравнения (4.27): 

β⋅α⋅γ+α⋅γ
α⋅β=ϕ

sincoscossinsin

coscos
tg 21      (4.28) 

В третьей кинематической цепи единичный вектор оси выходного звена 

имеет координаты 
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0

3P . Третья кинематическая цепь цепь совершает переме-

щения в следующей последовательности: поворот вокруг оси z на угол φ31, пово-

рот вокруг оси х на угол φ32, поворот вокруг оси у на угол φ33. Этим перемещени-

ям соответствует матрицы: 
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3B . 

Матрица перехода входного звена третьей цепи от подвижной системы координат 

к неподвижной равна: 
///
3

///
2

///
1

/// BBBB ⋅⋅=      (4.29) 

Подставив в уравнение связи 3
///

3 PВPА ⋅=⋅  найденные значения матриц А 

и В///, получим выражение : 



















ϕ
ϕ⋅ϕ
ϕ⋅ϕ

=



















α⋅β
α⋅β⋅γ+γ⋅α
α⋅γ−α⋅β⋅γ

1

sin

coscos

sincos

1

sincos

sinsinsincoscos

cossinsinsincos

32

3231

3132

  (4.30) 

Выразим из уравнения (4.30) угол φ31 через α, β, γ, разделив вторую строчку 

на первую и приравняв строки матриц получаем выражение: 
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α⋅β⋅γ+γ⋅α
α⋅γ−α⋅β⋅γ=ϕ

sinsinsincoscos

cossinsinsincos
tg 31     (4.31) 

Задача о положениях показывает взаимосвязь между координатами выходного 

звена и входного. Задача о положениях описывается функцией положения. В не-

явном виде функция положения механизма выражается уравнением  

0),,,,,( 312111 =ϕϕϕγβαF . Уравнение связи для сферического манипулятора с тре-

мя кинематическими парами можно представить системой уравнений: 









=ϕγβα
=ϕγβα
=ϕγβα

0),,,(

0),,,(

0),,,(

313

212

111

F

F

F

    (4.32) 

Углы φ11, φ12, φ13 выраженные через α, β, γ подставим в уравнения связей (4.31): 















=
α⋅β⋅γ+γ⋅α
α⋅γ−α⋅β⋅γ−ϕ=

=
β⋅α⋅γ+α⋅γ

α⋅β−ϕ=

=
α⋅β

α⋅γ−β⋅α⋅γ−ϕ=

0
sinsinsincoscos

cossinsinsincos
tg

0
sincoscossinsin

coscos
tg

0
coscos

sincossincossin
tg

313

212

111

F

F

F

   (4.33) 

Полученные уравнения связи устанавливают соотношения между  углами 

поворота входных и выходных звеньев. 

Таким образом, рассмотрены сферические механизмы параллельной струк-

туры, строящиеся по различным принципам. Для исследуемых механизмов выве-

дены уравнения связей. Показано, что при различных кинематических схемах ме-

ханизмы могут совершать одинаковые движения. 

 

4.3. Решение задач о скоростях и особых положениях 

 

В параграфе приведено решение кинематических задач – прямые и обратные за-

дачи о скоростях, определение особых положений сферического механизма с тре-

мя кинематическими парами в каждой цепи. Задачи о скоростях решаются двумя 

методами с использованием уравнений связей и методом винтового исчисления. 

 



 145 

4.3.1. Расчет скоростей механизма методом 

дифференцирования уравнений связи 

 

Для решения задачи о скоростях будем использовать аналитический подход, 

основанный на изучении свойств матрицы Якоби [118]. Уравнения скоростей 

можно представить с следующем виде: 

1ωB)(VA ⋅−=⋅ ,      (4.34) 

где  
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∂
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∂
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∂
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11

1
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00

F

F

F

B ; 

















γ
β
α

=
&

&

&

V ;  

















ϕ
ϕ
ϕ

=

31

21

11

&

&

&

1ω , 

А – матрица частных производных от неявной функции по α, β, γ;  

В – матрица частных производных от неявной функции по обобщенным коорди-

натам φ11, φ21, φ31; 

V – скорости изменения углов ориентации выходного звена, разложенные на ба-

зис не перпендикулярных друг другу осей, которые определяются углами α, β, γ; 

ω1 – обобщенные скорости во вращательных шарнирах (входные скорости). 

Скорость выходного звена может быть разложена на оси x, y, z и на оси, оп-

ределяемые углами α, β, γ. 

Для решения задачи о скоростях необходимо найти соотношение проекций 

скоростей на оси α, β, γ и оси x, y, z. Обозначив скорости γβα &&& ,,  вокруг осей α, β, γ, 

а скорости ωx, ωy , ωz вокруг осей x, y, z, можно получитьих соотношение: 

;γβα ⋅γ+⋅β+⋅α=ω xxxx
&&&  

                                                   ;γβα ⋅γ+⋅β+⋅α=ω yyyy
&&&                               (4.35) 

γβα ⋅γ+⋅β+⋅α=ω zzzz
&&& . 
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где γγγ zyx ,, – координаты единичного вектора оси первой кинематической пары 

фиктивной кинематической цепи, расположенной вдоль оси z 
















=
















γ

γ

γ

1

0

0

z

y

x
; 

βββ zyx ,, – координаты единичного вектора второй кинематической пары фиктив-

ной кинематической цепи, равные произведению матрицы поворота на угол γ во-

круг оси z и умноженные на координаты единичного вектора второй пары  в на-

чальном положении 
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⋅
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β
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0

cos

sin

0

1

0

100

0cossin

0sincos

z

y

x

;  

ααα zyx ,, –координаты единичного вектора третьей кинематической пары фиктив-

ной кинематической цепи, равные произведению матрицы поворота выходного 

звена на координаты единичного вектора третьей пары в начальном положении 

( )
















β−
β⋅γ
β⋅γ

=
















⋅=
















α

α

α

sin
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0

1
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z

y

x

 

Запишем уравнение скоростей (4.34) виде: 
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∂
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∂
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&
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  (4.36) 

находим частные производные от неявной функции по обобщенным и абсолют-

ным координатам: 

α⋅β
β⋅α⋅γ−α⋅γ⋅α−

α⋅β
α⋅β⋅γ+α⋅γ−=

α∂
∂

2

1

coscos

sincossinsincossin

coscos

sinsinsincoscosF
; 

α⋅β
β⋅α⋅γ−α⋅γ⋅β−γ=

β∂
∂

coscos

)sincossinsin(cossin
sin

2

1F
; 
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α⋅β
β⋅α⋅γ−α⋅γ=

γ∂
∂

coscos

sincoscossinsin1F
; 02 =

α∂
∂F

; 
β⋅γ

β+
γ

=
β∂

∂
2

2
2

coscos

sin

cos

1F
; 

β⋅γ
β⋅γ=

γ∂
∂

coscos

sinsin
2

2F
; 

;
sinsinsincoscos

)sinsincoscos(sin)sincossinsin(cos

sinsinsincoscos

sincoscossinsin

2

3

α⋅β⋅γ+α⋅γ
α⋅β⋅γ−α⋅γ⋅β⋅α⋅γ−α⋅γ−

−
α⋅β⋅γ+α⋅γ
β⋅α⋅γ+α⋅γ=

α∂
∂F

;
sinsinsincoscos

)sinsincoscos(sinsincossin

sinsinsincoscos

sincoscos

2

3

α⋅β⋅γ+α⋅γ
α⋅β⋅γ−α⋅γ⋅α⋅β⋅γ+

+
α⋅β⋅γ+α⋅γ

α⋅β⋅γ=
β∂

∂F

1
)sinsinsincos(cos

)sinsincoscos(sin
2

2
3 −

α⋅β⋅γ+α⋅γ
α⋅β⋅γ−α⋅γ−=

γ∂
∂F

; 1tg 11
2

11

1 +ϕ=
ϕ∂

∂F ; 1tg 21

2

21

1 −ϕ−=
ϕ∂

∂F ; 

1tg 31

2

31

1 +ϕ=
ϕ∂

∂F . 

Полученные уравнения позволяют решить прямую задачу о скоростях, т.е. 

определение скоростей выходного звена при известных скоростях входного звена, 

и обратную задачу о скоростях, когда рассчитывается скорость входного звена 

при известных скоростях выходного звена.  

Пример решения задач о скоростях. Решим обратную задачу о скоростях, 

т.е. определим скорость входного звена. Зададим скорости выходного звена: ωx=1 

рад/c; ωy=1 рад/c; ωz=1 рад/c, и положения выходного звена: α=1 рад, β=1 рад, γ=1 

рад. 

Рассчитаем определяемые углами α, β и γ скорости изменения углов ориен-

тации выходного звена, разложенные на базис неперпендикулярных друг другу 

осей. Координаты кинематических пар будут равны: 

;
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z
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. 

 

Тогда, подставляя найденные значения в уравнения (4.35), имеем: 
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      γ⋅+β⋅−α⋅=⋅γ+⋅β+⋅α=ω γβα &&&&&& 0854,0292,0xxxx  

                     γ⋅+β⋅+α⋅=⋅γ+⋅β+⋅α=ω γβα &&&&&& 054,0454,0yyyy
     (4.37) 

γ⋅+β⋅+α⋅−=⋅γ+⋅β+⋅α=ω γβα &&&&&& 10841,0zzzz  

Решив найденную систему уравнений, вычисляем значения скоростей: 

556,2=α&  рад/c; 302,0−=β&  рад/c; 15,3=γ&  рад/c. 

После дифференцирования уравнения скоростей (4.36) можно записать в 

виде: 
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ϕ
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⋅
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−

−

31

21

11

007,100

0316,90

00061,1

15,3

302,0

556,2

007,1312,0068,1

489,434,60

267,3457,0425,3

&

&

&

  (4.38) 

и находим значения обобщенных скоростей: 

             318,111 −=ϕ&  рад/c,        316,121 =ϕ&  рад/c,         532,031 =ϕ&  рад/c. 

Получено решение прямой задачи о скоростях с использованием уравнений свя-

зей.  

 

4.3.2. Решение задачи о скоростях 

методом винтового исчисления 

 

Рассмотрим решение обратной задачи о скоростях с применением теории 

винтов. Под обратной задачей понимается определение скоростей звеньев вход-

ного звена при известных скоростях выходного звена. Можно записать, что угло-

вая скорость выходного звена равна сумме угловых скоростей шарниров звеньев 

одной цепи. 

Зададим ωx=1 рад/c, ωy=1 рад/c,  ωz=1 рад/c. 

Для первой кинематической цепи составляем уравнения: 

131312121111 xxxx ⋅ω+⋅ω+⋅ω=ω  

       131312121111 yyyy ⋅ω+⋅ω+⋅ω=ω     (4.39) 

131312121111 zzzz ⋅ω+⋅ω+⋅ω=ω  



 149 

где (x11, y11, z11) – координаты единичного вектора оси первой пары, 
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11

11

11

z

y

x

; 

(x12, y12, z12) –координаты единичного вектора оси второй пары, которые опреде-

ляются произведением матрицы поворота вокруг оси x на координаты единичного 

вектора оси второй пары в ее начальном положении 
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; 

(x13, y13, z13) – координаты оси третьей пары, которые определяются произведени-

ем матрицы поворота выходного звена на координаты единичного вектора оси 

третьей пары в ее начальном положении 
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Запишем уравнения (4.38) скоростей в следующем виде: 
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   (4.40) 

Скорости шарниров в кинематической цепи определяем, решив полученное 

уравнение с учётом правила Крамера. Находим значение определителя матрицы 

С, составленной из координат осей первой, второй и третьей пар, а также матриц 

С1 , С2 , С3, в которых последовательно заменены столбцы матрицы С на задан-

ные значения скоростей: 
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)( =
















−=Сdet ; 
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)( −=
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364,0

292,010

072,010

954,011

)( =
















−=2Сdet ; 
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1971,00

101

)( =
















=3Сdet . 

Соответственно скорости шарниров составляют: 

318,1
)(

)(
11 −==ω

С

С1

det

det
рад/c,  21,1

)(

)(
12 ==ω

С

С2

det

det
 рад/c, 

43,2
)(

)(
13 ==ω

С

С3

det

det
 рад/c. 

Для второй кинематической цепи составим уравнение скоростей: 

232322222121 xxxx ⋅ω+⋅ω+⋅ω=ω  

      232322222121 yyyy ⋅ω+⋅ω+⋅ω=ω      (4.41) 

232322222121 zzzz ⋅ω+⋅ω+⋅ω=ω  

где (x21, y21, z21) – координаты единичного вектора оси первой пары 
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;  

(x22, y22, z22) –координаты единичного вектора оси второй пары, которые опреде-

ляются произведением матрицы поворота вокруг оси y на координаты единичного 

вектора оси второй пары в ее начальном положении 
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; 

(x23, y23, z23) – координаты единичного вектора оси третьей пары, которые опреде-

ляются произведением матрицы поворота выходного звена на координаты еди-

ничного вектора оси третьей пары в ее начальном положении 
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Уравнения скоростей (4.41) представим в виде: 
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    (4.42) 

Решив полученное уравнение с учётом правила Крамера, определяем скоро-

сти шарниров в кинематической цепи: 

ω21=1,316  рад/c,  ω22=1,274 рад/c,  ω23=–0,785 рад/c. 

Для третьей кинематической цепи уравнения скоростей имеют вид: 

333332323131 xxxx ⋅ω+⋅ω+⋅ω=ω  

                                      333332323131 yyyy ⋅ω+⋅ω+⋅ω=ω    (4.43) 

333332323131 zzzz ⋅ω+⋅ω+⋅ω=ω  

где (x31, y31, z31) – координаты единичного вектора оси первой пары, 
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; 

(x32, y32, z32) –координаты единичного вектора оси второй пары, которые опреде-

ляются произведением матрицы поворота вокруг оси z на координаты единичного 

вектора оси второй пары в ее начальном положении 
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; 

(x33, y33, z33) – координаты единичного вектора оси третьей пары, которые опреде-

ляются произведением матрицы поворота выходного звена на координаты еди-

ничного вектора оси третьей пары в ее начальном положении 
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Уравнения скоростей (4.42) представим в виде: 
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Решив полученное уравнение с учётом правила Крамера, определяем скоро-

сти шарниров в кинематической цепи: 

ω31=0,532  рад/c,  ω32=1,078 рад/c,  ω33=1,029 рад/c. 

Теперь рассмотрим решение прямой задачи о скоростях, т.е. определение 

скорости выходного звена при известных скоростях входного звена. При рассмот-

рении прямой задачи о скоростях необходимо определить силовые и кинематиче-

ские винты [15]. Силовой винт Ri с координатами ( )000 ,,,,, iziyixiziyix rrrrrr  взаимен двум 

ортам осей ei2, ei3 неприводных пар. Этот винт Ri уравновешен совокупностью 

винтов – реакций в парах, соответствующих ортам ei2, ei3.  

Относительный момент mom(Ri,Ωi) – сумма скалярных произведений  век-

тора первого винта на момент второго относительно некоторой точки и вектора 

второго винта на момент первого относительно той же точки, где Ωi – кинемати-

ческий винт выходного звена с координатами (Vx,Vy,Vz ,ωx,ωy,ωz); Vx,Vy,Vz  – ли-

нейные скорости выходного звена, м/с. Кинематический винт выходного звена 

равен сумме кинематических винтов звеньев цепи Ωi=Ωi1+Ωi2+Ωi3,  

где Ωi1,Ωi2,Ωi3 – кинематические винты в первой, второй, третьей парах i-го 

звена с координатами соответственно ( ) 1

0

1

0

1

0

1111 ,,,,, iiiiiii zyxzyx ω⋅ ,  

( ) 2

0

2

0

2

0

2222 ,,,,, iiiiiii zyxzyx ω⋅ , ( ) 3

0

3

0

3

0

3333 ,,,,, iiiiiii zyxzyx ω⋅ . 

Тогда mom(Ri,Ωi)= mom(Ri,Ωi1+Ri,Ωi2+Ri,Ωi3). 

Так как силовой винт взаимен ортам неприводных пар, то относительные 

моменты mom(Ri,Ωi2)=0, mom(Ri,Ωi3)=0. Поэтому можно записать, что 

mom(Ri,Ωi)=mom(Ri,Ωi1). Подставив значения координат силовых и кинематиче-

ских винтов, получим уравнения относительных моментов: 

( ) 000mom izziyyixxii rrr ω+ω+ω=Ω,R  

( ) )(mom 0

11

0

1

0

111 ziiiyiixiii rzryrx ++ω=ΩR,  

где (xi1, yi1, zi1) – плюккеровы координаты единичных векторов ei1, расположенных 

вдоль осей первых пар; 0

ir  – моментная часть силового винта с координатами 

0

1

0

1

0

1 ,, zyx rrr . 

Составляем систему уравнений для трех кинематических цепей: 
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)( 0
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11111
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0

1

0

1 zyxzzyyxx rzryrxrrr ++ω=ω+ω+ω ; 

              )( 0

221

0

221
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22121

0

2

0

2

0

2 zyxzzyyxx rzryrxrrr ++ω=ω+ω+ω ;  (4.45) 

)( 0

331

0

331

0

33131

0

3

0

3

0

3 zyxzzyyxx rzryrxrrr ++ω=ω+ω+ω , 

где (x11, y11, z11) –  координаты оси первой пары;  

(x21, y21, z21) – координаты оси второй пары, равные произведению матрицы, опи-

сывающей поворот вокруг первой оси, на координаты второй пары в начальном 

положении; 

(x31, y31, z31) – координаты оси третьей пары, равные произведению матрицы, опи-

сывающей поворот выходного звена, на координаты третьей пары в начальном 

положении. 

Для первой кинематической цепи координаты моментной части силового 

винта можно рассчитать как: 

).()()( 131213121312131213121312

131313

121212 xyyxkxzzxjyzzyi
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kji

−+−−−=
















=×= 1312
0

1 eer  

Подставляя значения координат единичных векторов, получаем значения коорди-

нат силового винта: 

.926,0,229,0,301,0 0

1

0

1

0

1 −=== zyx rrr  

Составив и решив уравнение (4.45) для первой цепи 

)( 0

1111
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11111
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1

0

1

0

1 zyxzzyyxx rzryrxrrr ++ω=ω+ω+ω  с учётом найденных значений коор-

динат единичных векторов, имеем ω11=–1,318 рад/c. 

Для второй и третьей кинематических цепей координаты моментной части 

силовых винтов 0
2r  и 0

3r определяются как: 
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Подставляя значения единичных векторов, получаем для второй и третьей цепей 

значения координат силовых винтов: 

430,0;889,0;149,0 0

2

0

2

0

2 ==−= zyx rrr ; 

891,0;454,0;037,0 0

3

0

3

0

3 =−== zyx rrr . 

Составив и решив с уравнения (4.45) для второй и третьей цепей с учётом 

найденных значений координат силовых винтов, получаем значения скоростей 

ω21=1,316 рад/c и ω31=0,532 рад/c. 

Таким образом, представлено решение задачи о скоростях с использованием вин-

тового исчисления. Результаты совпали с результатами расчетов, полученных 

дифференцированием уравнений связей. 

 

4.3.3. Решение задачи об особых положениях  

методом винтового исчисления  

 

Особое положение механизма возможно в случае когда любая из цепи теря-

ет степень свободы. Для определения особого положения в первой кинематиче-

ской цепи запишем плюккеровы координаты  (x13, y13, z13)′ единичного вектора e13, 

определяемые произведением матрицы поворота выходного звена вокруг сначала 

первой оси ox, затем второй оси oy на координаты вектора, расположенного вдоль 

оси третьей пары в ее начальном положении: 
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Подставим найденные плюккеровы координаты в уравнение скоростей  

первой кинематической цепи (4.39): 
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   (4.46) 

и исследуем матрицу, составленную из плюккеровых координат. Найдем значение 

угла ϕ12, при котором определитель матрицы становится равным нулю. Определи-
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тель матрицы не зависит от угла ϕ11, а определяется углом ϕ12. Определитель ра-

вен нулю при ϕ12=90° и ϕ12=180°, в этом случае плоскости расположения первой и 

второй цепей совпадают (рис. 4.14). 

Особое положение механизма определяется потерей степени свободы. Так 

как три кинематических пары лежат в одной плоскости, то все вращения могут 

происходить вокруг оси, лежащей в одной плоскости, а все вращения вокруг оси, 

перпендикулярной это плоскости, невозможны. 

Аналогично определяются особые положения для второй и третьей кинема-

тических цепей.  

Для определения особых положений во второй кинематической цепи запи-

шем плюккеровы координаты единичного вектора e23 (x23, y23, z23)′. Они опреде-

ляются произведением матрицы поворота выходного звена вокруг сначала первой 

оси oy, затем второй оси oz  на координаты вектора, расположенного вдоль оси 

третьей пары в ее начальном положении: 
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Подставим найденные плюккеровы координаты в уравнение скоростей вто-

рой цепи (4.41):  
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   (4.47) 

Для определения особых положений исследуем матрицу, составленную из плюк-

керовых координат. Определитель матрицы не зависит от угла ϕ21, а определяется 

углом ϕ22. Определитель равен нулю при ϕ22=90° и ϕ22=180°, в этом случае плос-

кости расположения первой и второй цепей совпадают. 

Для определения особых положений в третьей кинематической цепи найдем 

плюккеровы координаты (x33, y33, z33)′ единичного вектора e33. Они определяются 

произведением матрицы поворота выходного звена вокруг: сначала первой оси oz, 
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затем второй оси ox и на координаты вектора, расположенного вдоль оси третьей 

пары в ее начальном положении: 

.

sin

coscos

sincos

0

1

0

cossin

sincos0

001

100

0cossin

0sincos

32

3231

3132

3232

32323131

3131

/

33

33

33

















ϕ
ϕ⋅ϕ
ϕϕ−

=
















⋅
















ϕϕ
ϕ−ϕ⋅

















ϕϕ
ϕ−ϕ

=
















z

y

x

 

Подставим найденные плюккеровы координаты в уравнение скоростей 

третьей цепи (4.43).  

Матрица, составленная из плюккеровых координат имеет вид: 

.

sin01

coscossin0

sincoscos0

32

323131

313231

















ϕ
ϕ⋅ϕϕ
ϕ⋅ϕ−ϕ

 

 
Рис. 4.14. Особое положение 

в первой кинематической цепи 

 

Определитель матрицы не зависит от угла ϕ31, а определяется углом ϕ32. 

Определитель равен нулю при ϕ32=90° и ϕ32=180°, в этом случае плоскости распо-

ложения первой и второй цепей совпадают. 

Для определения особых положений механизма, связанное с потерей управ-

ляемости, необходимо исследовать систему уравнений (4.45) для трех кинемати-

ческих цепей. 
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Для первой кинематической цепи координаты моментной части силового 

винта имеют следующие значения: 

                       12

0

1 cosϕ=xr ;     1211

0

1 sinsin ϕ⋅ϕ=yr ;       1211

0

1 sincos ϕ⋅ϕ=zr . 

Для второй и третьей кинематических цепей моментные части координат 

силовых винтов определяются как: 

            2221
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2 sincos ϕ⋅ϕ−=xr ;      22

0

2 cosϕ−=yr ;      2221

0

2 sinsin ϕ⋅ϕ−=zr ; 

             3231

0

3 sinsin ϕ⋅ϕ−=xr ;      3231

0

3 sincos ϕ⋅ϕ=yr ;      32

0

3 cosϕ=zr . 

Составим матрицу R из моментной части плюккеровых координат силовых 

винтов: 
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Матрица, составленная из плюккеровых координат вырождается, т.е. опре-

делитель матрицы равен нулю при следующих комбинациях значений углов: 

1)  ϕ12=0°, ϕ22=90°, ϕ32=90°; 

2)  ϕ12=90°, ϕ22=90°, ϕ32=0°; 

3) ϕ12=90°, ϕ22=0°, ϕ32=90°; 

4) ϕ12=90°, ϕ22=90°, ϕ32=0°; 

5) ϕ12=90°, ϕ22=0°, ϕ32=90°. 

Это соответствует таким положениям, в которых плоскости имеют хотя бы две 

параллельные нормали (рис. 4.15)  

Потеря управляемости манипулятора определяется тем, что три силовых 

винта стали компланарны, т.е. параллельны одной плоскости, и вращение вокруг 

вектора, перпендикулярного силовым винтам, становится неуправляемым. 
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Рис.4.15. Особое положение сферического манипулятора, в которым 

плоскости имеют хотя бы две параллельные нормали 

 

 

4.4. Решение задачи об ускорении 

 

Рассмотрим задачу об ускорениях, которая может иметь значение при ана-

лизе динамики механизма [119]. Дифференцируя уравнения связей (4.10) по t, по-

лучаем систему уравнений, связывающих скорости входных и выходных звеньев: 
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Дифференцируя уравнения (4.48) второй раз по t, получаем уравнения свя-

зывающие ускорения входных и выходных звеньев: 
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После упрощения  получаем уравнение ускорений: 
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  (4.50) 

Эти уравнения (4.50) можно записать в следующем виде: 
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Приведем численный пример, для этого зададим закон движения выходного зве-

на: 
32 1507060 tt ⋅−⋅=α ,, ;   32 1507060 tt ⋅−⋅=β ,, ;   32 1507060 tt ⋅−⋅=γ ,,  

Этому закону движения  соответствуют значения ускорений в приводах 

(рис.4.16). 
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Рис. 4.16 График ускорений входных звеньев  

( 31,2112 32,1 ϕ−ϕ−ϕ− &&&&&& ). 

 

Таким образом, полученные уравнения ускорений в дальнейшем можно исполь-

зовать для решения задач динамики и правления. 

 

 

4.5. Кинематическая точность сферического механизма 

 

Применимость сферических механизмов определяется точность положения 

исполнительного звена. Многозвенность, взаимовлияние приводов усложняет ре-

шение задач определения задач точности функционирования механизма. Погреш-

ность позиционирования зависит от многих составляющих. В данном параграфе 

рассмотрено решение задачи геометрической точности сферического механизма. 

На положение выходного звена в сферическом механизме влияние отклоне-

ния угловых размеров механизма от заданных. Решение задачи о положении оп-

ределяет взаимосвязь между входными и выходными координатами.  

В общем виде задача о положении задается в виде неявных функций: 
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) , , , , ,( 1i2i1i ϕθθγβα=iF     (4.52) 

где θi1 , θi2 – угол между осями кинематических пар (рис.4.17). 

 
Рис. 4.17  Углы между осями кинематических пар θ11 , θ22 

в первой кинематической цепи 

 
Полный дифференциал функции (4.51) можно записать в виде: 

01

1

2

2

1

1

=δϕ
ϕ∂

∂+δθ
θ∂

∂+δθ
θ∂

∂+δγ
γ∂

∂+δβ
β∂

∂+δα
α∂

∂
i

i

i
i

i

i
i

i

iiii FFFFFF
  (4.53) 

Согласно линейной теории точности приращение в приводах равно нулю, 

0312111 =δϕ=δϕ=δϕ . Уравнения (4.53)  можно записать в следующем виде: 









δθ

θ∂
∂+δθ

θ∂
∂−=δγ

γ∂
∂+δβ

β∂
∂+δα

α∂
∂

11

11

1
12

12

1111 FFFFF
; 

      







δθ

θ∂
∂+δθ

θ∂
∂−=δγ

γ∂
∂+δβ

β∂
∂+δα

α∂
∂

21

21

2
22

22

2222 FFFFF
  (4.54) 









δθ

θ∂
∂+δθ

θ∂
∂−=δγ

γ∂
∂+δβ

β∂
∂+δα

α∂
∂

31

31

3
32

32

3333 FFFFF
. 

В рассматриваемом механизме углы между осями кинематических пар θi1 , θi2 не 

равны 900. Последовательность поворотов выходного звена от подвижно системы 

координат к неподвижной представлена на рис. 4.18. 
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Рис.4.18 Последовательность поворотов выходного звена 

 

Матрица перехода от подвижной системы координат к неподвижной будет иметь 

вид:  
/

zBCBCBFFB /
x

/
y

/
y

/
xxz1 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅=     (4.55) 

где – 
















ϕϕ
ϕ−ϕ

=
100

0cossin

0sincos

1111

1111

/
xB  , 

















ϕϕ
ϕ−ϕ

=
100

0cossin

0sincos

1212

1212

/
yB ;  

















ϕϕ
ϕ−ϕ

=
100

0cossin

0sincos

1313

1313

/
zB  – матрицы поворотов первой, второй и третьей кине-

матических пар вокруг подвижной оси z на углы φ11, φ12, φ13 соответственно; 

















−=

1111

1111

cosθsinθ0

sinθcosθ0

001
/
xС ; 

















ϕ

−
=

1212

1212

cos0sinθ

010

sinθ0cosθ
/
yС – матрицы поворотов во-

круг осей x, y на углы θ11, θ12 соответственно; θ11, θ12 – углы между соседними па-

рами; 



 163 

 
















−=
100

0cosξsinξ

0sinξcosξ

1212

1212

/
zF ; 

















−
=

1111

1111

cosξsinξ0

sinξcosξ0

001
/
xF –матрицы дополнительных 

поворотов для совмещения подвижной и неподвижной системы координат вокруг 

осей z, x на углы ξ11, ξ12 соответственно, причем ξ11=900, ξ12=900.  

Единичный вектор оси пары выходного звена первой цепи имеет координаты 

















1

0

0

. Подставив в уравнение связи 
















⋅=
















⋅
1

0

0

1

0

0

1ВА  найденные значения матриц 

А и В/, получаем уравнение: 

( )
( ) 
















ϕ+ϕϕ−ϕ⋅ϕ
ϕ+ϕϕ−ϕ

ϕ+
=

















⋅
⋅−⋅⋅
⋅⋅+⋅

111112121111121112

121111111212111211

1211121112

sinθsincosθsinsincosθcoscossinθ

sinθcosθcossincossinθsinθcosθcos

sinθsinθsincosθcosθ

cosαcosβ

sinαcosγsinβsinγcosα

sinβcosγcosαsinαsinγ

 

Для второй кинематической цепи матрица перехода от подвижной системы коор-

динат к неподвижной будет иметь вид: 
//
x

//
y

//
z

//
z

//
yyx2 BCBCBFFB ⋅⋅⋅⋅⋅⋅=     (4.56) 

где - 
















ϕϕ
ϕ−ϕ=

2121

2121

cossin0

sincos0

001
//
yB ; 

















ϕϕ
ϕ−ϕ=

2222

2222

cossin0

sincos0

001
//
zB ; 

















ϕϕ
ϕ−ϕ=

2121

2121

cossin0

sincos0

001
//
xB  – матрицы поворотов  первой, второй и третьей ки-

нематических пар вокруг подвижной оси x на углы φ21, φ22, φ23 соответственно; 

















=
100

0sinθcosθ

0sinθ-cosθ

2222

2222

/
zС ; 

















ϕ
=

1221

1221

cos0sinθ-

010

sinθ0cosθ
/
yС – матрицы поворотов во-

круг осей z, y на углы θ22, θ21 соответственно; θ21, θ22 – углы между соседними па-

рами; 
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=

2222

2222

cosξ0sinξ

010

sinξ0cosξ
//
yF ; 

















−
=

2121

2121

cosξsinξ0

sinξcosξ0

001
//
xF  – матрицы дополнительных 

поворотов для совмещения подвижной и неподвижной системы координат вокруг 

осей z, x на углы ξ22, ξ21 соответственно, причем ξ21=900, ξ22=900.  

Для третьей кинематической цепи матрица перехода от подвижной системы коор-

динат к неподвижной будет иметь вид: 
///
y

///
z

///
x

///
x

///
z

///
z

///
y3 BCBCBFFB ⋅⋅⋅⋅⋅⋅=     (4.57) 

















ϕϕ

ϕϕ
=

3131

3131

cos0sin-

010

sin0cos
///
zB ; 

















ϕϕ

ϕϕ
=

3232

3232

cos0sin-

010

sin0cos
///
yB ; 

















ϕϕ

ϕϕ
=

3333

3333

cos0sin-

010

sin0cos
///
xB  – матрицы поворотов  первой, второй и третьей ки-

нематических пар вокруг подвижной оси y на углы φ31, φ32, φ33 соответственно; 

















=
100

0sinθcosθ

0sinθ-cosθ

3131

3131

///
zС ; 

















=

3232

3232

cosθsinθ-0

sinθcosθ0

001
///
xС – матрицы поворотов во-

круг осей z, x на углы θ31, θ32 соответственно; θ31, θ32 – углы между соседними па-

рами; 

















=

3232

3232

cosξ0sinξ

010

sinξ-0cosξ
///
yF ; 

















−=
100

0cosξsinξ

0sinξcosξ

3131

3131

///
zF  – матрицы дополнитель-

ных поворотов для совмещения подвижной и неподвижной системы координат 

вокруг осей z, x на углы ξ31, ξ32 соответственно причем ξ31=900, ξ32=900.  

Функция положения F1 будет иметь вид: 

    
( )

( ) 111112121111121112

121111111212111211

1

sinθsincosθsinsincosθcoscossinθ

sinθcosθcossincossinθsinθcosθcos

cos cos

sin cosγsin sin cos

ϕ+ϕϕ−ϕϕ
ϕ+ϕϕ−ϕ−

−
αβ

α−βγα=F
; 



 165 

( )
( ) 222121222122222121

222221212221222121

2

sinθsincosθsinsincosθcoscossinθ

sincosθcossincossinθsinθcosθcos

cos cos

sin 

ϕ+ϕϕ−ϕϕ
ϕϕ+ϕϕ−ϕ−

−
βγ

β−=F
;  (4.58) 

      
( )

( ) 323131323132323131

323231313231323131

3

sinθsincosθsinsincosθcoscossinθ

sinθcosθcossincossinθsinθcosθcos

sinsinsincos cos
sin cossin sin cos

ϕ+ϕϕ−ϕϕ
ϕ+ϕϕ−ϕ−

−
αβγ+αγ
γα−αβγ=F

; 

Частные производные будут равны: 
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111112121111121112

12111211111211
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θ
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×
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×
ϕ+ϕϕ−ϕϕ
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−
ϕ+ϕϕ−ϕϕ

ϕ+ϕϕ+ϕϕ−=
∂
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( )
( )

( )
( )( )
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2

sinθθcoscossinθcoscossincossinθ

sinθsincosθsinsincosθcoscossinθ

sinsinθsinθsincossincosθ
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sinθsinsinθcoscosθcosθcos

θ

ϕ−ϕϕ+ϕϕ×

×
ϕ+ϕϕ−ϕϕ
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−
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∂
∂

2
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( )( )323131313232323131

2

321331323132231331

323113323213133231

323131323132323131
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sinθsincosθsinsincosθcoscossinθ

sinθcosθcossincossincossinθ
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θ
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323131323132323131
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∂
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Значения остальных частных производных известны из решения задачи о поло-

жении. Определим ошибку положения выходного звена в различных положениях 

при отклонениях углов между осями равными 0

323122211211 5,0=θ=θ=θ=θ=θ=θ . Отклоне-

ния углов выходного звена выражаются из уравнения (4.42): 
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;  (4.59) 
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где 
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Рассмотрено отклонение выходного звена для различных положений.  Значения 

отклонения координат выходного звена при заданном отклонении между осями 

представлено в таблице 4.1. 

 

Таблица 4.1 

Значения отклонения углов выходного звена 

 

Координаты 
выходного звена 

α, β, γ, рад  

∆α,  
град. 

∆β, 
град 

∆γ,  
град 

5;  5;  5 0,36 0,1 0,41 

10; 10; 10 0,37 0,35 0,48 

20; 20; 20 0,31 0,71 0,43 

30; 30; 30 0,31 0,63 0,43 

35; 35; 35 0,26 0,28 0,46 

 

Таким образом, представлено решение задачи определения кинематической точ-

ности механизма с применением линейной теории точности. Приведены примеры 

расчетов ошибки положения исполнительного звена. 

 

 

Выводы по главе 4 

 

 

1. Проведен структурно-параметрический синтез сферических механизмов с тре-

мя степенями свободы. Синтез проведен  с использованием структурных формул. 

Показаны примеры двух принципов построения механизмов, когда каждая цепь 

налагает одинаковые связи и каждая цепь налагает по одной связи (силы). Приве-

дены примеры построения цепей с различным числом кинематических пар. На 

основе предложенных кинематических цепей синтезированы механизмы.  

2. Синтезированы новые сферические механизмы с тремя кинематическими цепя-

ми. Получены уравнения связей. Показано, что предложенный сферический меха-
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низм с пятью кинематическими парами в каждой цепи может быть в дальнейших 

расчетах заменен эквивалентным механизмом с тремя кинематичсекими парами в 

цепи, удобным для решения задач динамики и управления. 

3. Решены прямые и обратные задачи о положении, о скоростях, об ускорениях, 

определены особые положения на основе уравнения связей и винтовом исчисле-

нии. Показана применимость двух методов решения. 

4. Представлено решение задачи геометрической точности сферического меха-

низма с применением линейной теории точности.  
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ГЛАВА 5. ДИНАМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МАНИПУЛЯЦИОННЫХ  

МЕХАНИЗМОВ ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ 

 

 

В главе рассматриваются вопросы динамического анализа плоского, посту-

пательно-направляющего и сферического манипуляционных механизмов парал-

лельной структуры. Показана методика определения собственных частот меха-

низмов параллельной структуры, выявлен динамический критерий особых поло-

жений. Представлено решение задачи о нелинейных колебаниях. 

 

 

5.1. Собственные частоты колебаний  

механизмов параллельной структуры  

 

В параграфе предложен аналитический метод и алгоритм для определения 

собственных частот колебаний манипулятора параллельной структуры [37, 126]. 

Обеспечение устойчивости равновесия и несущей способности манипулято-

ров параллельной структуры является одной из важнейших задач, решаемых при 

проектировании грузоподъемных механизмов данного класса. Теории колебаний 

посвящено значительное количество монографий [8, 12, 13]. В то же время в ли-

тературе практически отсутствуют работы по исследованию устойчивости и коле-

баний манипуляторов параллельной структуры. Собственные колебания происхо-

дят в изолированной системе после внешнего воздействия или, например, после 

окончания процесса позиционирования, которые вызываются упругими деформа-

циями. Характер колебательного процесса определяется только внутренними си-

лами системы, зависящими от её физического строения. Внешние силы весьма 

разнообразны по своей природе. Источниками возникновения внешней силы мо-

гут быть инерционные эффекты, притяжение электромагнитов, кратковременный 
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импульс (удар) и т.п. В некоторых случаях возмущающие силы представляют 

случайный процесс (сейсмические нагрузки, волнение, качка корабля и т.п.). 

Рассмотрим плоский механизм с тремя степенями свободы (рис.2.10) с ко-

ординатами точек О, А1, А2, А3 подвижной платформы соответственно (0; 0), (0; 

1), (
2
3 ; 0,5), (

2
3− ; 0,5); координаты  точек соответственно В1, В2, В3 (0; 2), 

( 3 ; 1),  ( 3− ; 1). 

Формой уравнений движения являются уравнения Лагранжа [8]: 

iii q

П

q

T

q

T

dt

d

∂
∂−=

∂
∂−









∂
∂
&

,                                          (5.1) 

где T - кинетическая энергия системы; П - потенциальная энергия системы. 

Потенциальная энергия системы определяется как: 

∑
=

⋅=
n

i
ii qсП

1

2

2

1
     (5.2) 

где сi – жесткость цепи. 

Кинетическая энергия является квадратичной функцией обобщенных ско-

ростей: 

( ) 222

2

1

2

1 ϕ⋅⋅++⋅⋅= &&& JyxmT     (5.3) 

где m- масса; J- момент инерции выходного звена. 

Уравнения движения манипулятора с тремя степенями свободы будет опи-

сываться системой дифференциальных уравнений: 
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Выразим выходные скорости через обобщенные скорости: 
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3

3

2

2

1

1 θ∂
∂⋅+

θ∂
∂⋅+

θ∂
∂⋅= x

q
x

q
x

qx &&&& ; 

                                       
3
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2

1

1 θ∂
∂⋅+

θ∂
∂⋅+

θ∂
∂⋅= y

q
y

q
y

qy &&&& ;                                    (5.5) 

3

3

2

2

1

1 θ∂
ϕ∂⋅+

θ∂
ϕ∂⋅+

θ∂
ϕ∂⋅=ϕ qqq &&&& . 

Коэффициенты, стоящие при обобщенных скоростях, определяются из за-

дачи о положениях. Рассмотрим положение манипулятора (рис.2.10) с располо-

жением точек С1, С2, С3 соответственно с координатами (1,413; –1,5), (0,592; 

1,975); (-2,006; –0,474). 

Выходные и входные скорости связаны между собой соотношением  
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BА     (5.6) 

Умножим левую и правую части уравнения (5.6) на матрицу А-1, обратную 

матрице А: 
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или упростив уравнение получаем зависимость: 
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B(А 1     (5.8) 

Для исходного положения задачи матрицы А и В имеют вид 
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Обратная матрица А-1  будет имеет вид: 
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а произведение матриц А-1  и В будет равно: 

















−−
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=⋅−

333,0333,0333,0

408,0618,0210,0

477,0114,0592,0

BA 1 . 

 

Выразим значения скоростей из уравнения (5.8): 

             )477,0()114,0(592,0 321 −⋅+−⋅+⋅= qqqx &&&& ; 

          )408,0(618,0)210,0( 321 −⋅+⋅+−⋅= qqqy &&&&       (5.9) 

333,0333,0333,0 321 ⋅+⋅+⋅=ϕ qqq &&&& . 

 

Запишем уравнение (5.3) кинетической энергии в виде: 

( )
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( )
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    (5.10) 

Частные производные уравнения (5.4) равны: 
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                               321
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∂
∂

     (5.11) 
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T
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∂
∂

 

 

После дифференцирования выражения (5.11) получаем систему уравнений: 
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Дифференциальное уравнение движения (5.4) имеет вид: 

11321 096,0096,02,0 qсqqq −=⋅−⋅−⋅ &&&&&&  

22321 096,02,0096,0 qcqqq −=⋅−⋅+⋅− &&&&&&    (5.13) 

33321 2,0096,0096,0 qcqqq −=⋅+⋅−⋅− &&&&&&  

Система дифференциальных уравнений (5.13) имеет частное решение: 

tAq ω⋅= sin11 ; tAq ω⋅ω⋅−= cos11& ; tAq ω⋅ω⋅−= sin
2

2

11
&&  

      tAq ω⋅= sin22 ; tAq ω⋅ω⋅−= cos22& ; tAq ω⋅ω⋅−= sin
2

2

22
&&            (5.14) 

tAq ω⋅= sin33 ; tAq ω⋅ω⋅−= cos33& ; tAq ω⋅ω⋅−= sin
2

2

33
&&  

где А1, А2, А3 – амплитуды колебаний, мм 

Зададим массу выходного звена m=0,5 кг, момент инерции J=0,025 кг·м2 и 

жесткость c1=c2=c3=1000 Н/мм. Тогда, подставив значения частных решений и их 

вторые производные в дифференциальные уравнения движения (5.13) и сократив 

множитель sin ωt, получаем 
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AAA
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AAA

  (5.15) 

Движения возможны только в том случае, если уравнения системы (5.15) 

совместны друг с другом. Условием совместности уравнений является равенство 

нулю определителя, составленного из коэффициентов А1, А2, А3. Раскрыв этот оп-
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ределитель, мы получаем уравнение для определения частот возможных колеба-

ний: 

925464

222

222

222

101063,92107

2,01000096,0096,0

096,02,01000096,0

096,0096,02,01000

+ω⋅⋅−ω⋅+ω⋅⋅−=

=
ω⋅−ω⋅ω⋅

ω⋅−ω⋅−ω⋅
ω⋅ω⋅ω⋅−

−

  

Круговые частоты ω1=183,7 рад/c, ω2=183,8 рад/c, ω3=1118,4 рад/c, а соот-

ветствующие им собственные частоты колебаний ν1=29,3 Гц, ν2=29,3 Гц, ν3=177,1 

Гц. 

Проведем численное моделирование движения манипуляционного плоского 

механизма на основе уравнений Даламбера-Лагранжа. Примем положение равно-

весия, в котором обобщенные силы (усилия в приводах) равны нулю. При пере-

мещении из этого положения появляются упругие силы, которые пропорциональ-

ны углам поворота в приводах. Уравнения динамики с учетом массы только вы-

ходного звена имеют следующий вид: 

xFxm −=&&  

        yFym −=&&            (5.16) 

zMJ −=ϕ&&  

где m – масса; 

      yx &&&& , – ускорения центра масс;  

      J – момент инерции выходного звена;  

      ϕ&&  – угловое ускорение выходного звена;  

       yx FF ,  – проекция внешней силы на оси x, y, приложенная к выходному звену;  

       zM  – момент, приложенный к выходному звену. 

На входные звенья механизма действуют крутящие моменты двигателя 

(обобщенные силы). Крутящие моменты (обобщенные силы), действующие на 

входные звенья, будут определяться по формуле: 

ii qcM ∆i ⋅−=      (5.17) 

где сi – жесткость привод,  



 175 

∆qi – отклонения в приводах, мм.
 

Необходимо определить скорости и ускорения выходного звена в опреде-

ленном положении. 

Для решения данной задачи используем принцип возможных перемещений. 

Система из трех уравнений будет иметь вид: 
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03
3

2
2

1
1 =δϕ

ϕ∂
∂+δϕ

ϕ∂
∂+δϕ

ϕ∂
∂+δϕϕ q

M
q
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где: δx, δу, δφ – элементарные перемещение вдоль осей х, у и вокруг z, мм; 

       m – масса выходного звена, кг;  

       М1, М2, М3 – крутящие моменты двигателей, действующие на начальные зве-

нья, Н·м. 

После преобразования уравнения (5.18) примут вид: 
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Уравнения содержат частные производные уравнений связей (2.9): 
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Рассмотрим положение манипулятора с координатами входных звеньев 

q1=0,34 рад; q2=2,43 рад; q3=
 

–1,75 рад и координатами выходных звеньев 

.0;0;0 =ϕ== yx (рис.2.4). Матрицы А и В имеют следующие значения: 
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Для данного положения значения частных производных равны: 

1
11

11 =
∂∂
∂∂=

∂
∂

qF

xF

x

q
;                 353,0

11

11 −=
∂∂
∂∂=

∂
∂

qF

yF

y

q
;    1

11

11 =
∂∂

ϕ∂∂=
ϕ∂

∂
qF

Fq
 

153,0
22

22 −=
∂∂
∂∂=

∂
∂

qF

xF

x

q
;      042,1

22

22 =
∂∂
∂∂=

∂
∂

qF

yF

y

q
;       1

22

22 =
∂∂

ϕ∂∂=
ϕ∂

∂
qF

Fq
 

806,0
33

33 −=
∂∂
∂∂=

∂
∂

qF

xF

x

q
;     686,0

33

33 −=
∂∂
∂∂=

∂
∂

qF

yF

y

q
;      1

33

33 =
∂∂

ϕ∂∂=
ϕ∂

∂
qF

Fq
. 

Поскольку колебания считаются малыми, то можно линеаризовать уравне-

ния колебаний.  

Дадим выходному звену малое колебание вокруг оси z на угол φ=0,1. В ре-

зультате численного решения получаем значения частот колебаний координат (x, 

y, φ): ν1=30 Гц, ν2=30 Гц, ν3=175 Гц (рис.5.1 а, б, в) 

 
а) 

 
б) 
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в) 

и соответствующие им частота и амплитуда скоростей (Vx, Vу, ω) (рис.5.1 г, д, е) 

 
г) 

 
д) 
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е) 

Рис. 5.1 Графики изменения 

а, б, в – координат x, y, φ 

г, д, е –скоростей Vx, Vy, ω 

 

Так, значения частоты собственных колебаний, полученные аналитическим 

путем совпадают с численными значениями. 

Теперь рассмотрим поступательно-направляющий механизм (рис.3.9), где 

входными координатами являются координаты входных звеньев 321 ,, BBB zyx . 

Формой уравнений движения являются уравнения Лагранжа (5.1), в котором 

обозначим через iq  обобщенные координаты ( 321 ,, BBB zyx ), а iq&  обобщенные ско-

рости ( 312111 ;; VVV ). 

Кинетическая энергия является квадратичной функцией обобщенных скоро-

стей: 

( )222

2

1
zyx VVVmT ++⋅⋅=      (5.20) 

где m –- масса выходного звена, кг 

Уравнения движения манипулятора с тремя степенями свободы будет опи-

сываться системой дифференциальных уравнений (5.4). 

Выходные и входные скорости связаны между собой соотношением: 
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B)А      (5.21) 

где А и В – матрицы частных производных, полученных из уравнения (3.22). 
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Умножив левую и правую части уравнения на матрицу А-1, обратную матрице А, 

после упрощения уравнения (5.21) имеем:  
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B(A 1      (5.22) 

Рассмотрим положение манипулятора с координатами точки О (0,5; 0,5; 0,5) 

и длинами звеньев l1=1 м, l2=1 м , l3=1 м . 

Для данного положения манипулятора матрицы А и В имеют вид 
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B . 

Обратная матрица А-1  будет иметь вид: 

















=−

742,1376,2376,2

376,2742,1376,2

376,2376,2742,1
1A . 

Произведение матриц BA 1 ⋅−  будет равно: 

.

742,1376,2376,2

376,2742,1376,2

376,2376,2742,1

















=⋅− BA 1  

Решая уравнение (5.22) получаем уравнения скоростей: 

            ;376,2376,2742,1 321 ⋅+⋅+⋅= qqqVx  

                                      ;376,2742,1376,2 321 ⋅+⋅+⋅= qqqVy          (5.23) 

742,1376,2376,2 321 ⋅+⋅+⋅= qqqVz . 

Частные решения системы дифференциальных уравнений (5.4) имеют вид 

tAq ω⋅= sin11 ; tAq ω⋅= sin22 ; tAq ω⋅= sin33    (5.24) 

где А1, А2, А3 – амплитуды колебания, мм 

Зададим для выходного звена массу m=0,5 кг и жесткость                 

c1=с2=с3=10000 Н/мм. Тогда, подставив значения частных решения и их вторые 

производные в дифференциальные уравнения движения (5.4) и сократив множи-

тель tωsin , получаем 
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  (5.25) 

Движения 321 ,, qqq &&&  возможны только в том случае, если уравнения системы 

(5.25) совместны друг с другом. Условием совместности уравнений является ра-

венство нулю определителя, составленного из коэффициентов А1, А2, А3. Раскрыв 

этот определитель, мы получаем уравнение для определения частот возможных 

колебаний 

.101014,241,8468684,0
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Решение уравнения даёт следующие значения круговых частот:           

ω1=21,7 рад/c, ω2=223,9 рад/c, ω3=223,9 рад/c, которым соответствуют собствен-

ные частоты колебаний ν1=3,5 Гц, ν2=35,5 Гц,  ν3=35,5 Гц. 

Рассмотрим начальное положение манипулятора (см. рис.3.1), для которого 

матрицы А и В равны: 
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При этом положении выходные скорости связаны с входными скоростями 

следующими соотношениями: 

11 ⋅= qVx ;      12 ⋅= qVy ;       13 ⋅= qVz . 

Подставив значения частных решений и их вторые производные в диффе-

ренциальные уравнения движения (5.4) и сократив множитель tωsin , получаем: 
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    (5.26) 
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Решение системы уравнений (5.26) даёт следующие значения круговых час-

тот: ω1=ω2=ω3=141,7 рад/c, которым соответствуют собственные частоты колеба-

ний ν1=ν2=ν3=22,5 Гц 

При этом силовые винты будут иметь координаты: R1 (0,75; 0,43; -0,43),     

R2 (-0,43; 0,75; 0,43), R3 (0,43; -0,43; 0,75). 

Рассмотрим численное моделирование движения механизма на основе 

уравнений Даламбера-Лагранжа Уравнение движения механизма с тремя степе-

нями свободы имеет вид: 
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где mi– масса входных звеньев соответствующих цепей, кг; 

      m – масса выходного звена, кг; 

      zyx &&&&&& ,  , – ускорения выходного звена, м/с2; 

      Pi – усилия в приводе, Н; 

      δx, δу, δz – элементарные перемещение вдоль осей х, у, z, мм; 

      
x

qi

∂
∂

– переменные коэффициенты, составленных из частных производных,  оп-

ределяемые из уравнения скоростей. 

      P1, P2, P3 – силы, действующие в приводе, Н. 

Силы в приводах пропорциональны его жесткости:  
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     (5.28) 

где ∆qi – отклонения в приводах, мм. 
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Рассмотрим положение манипулятора с координатами входных звеньев. 

Рассмотрим положение манипулятора с координатами точки О (0,5; 0,5; 0,5). 

Примем массу выходного звена m=0,5 кг, а жесткость приводов с=10000 Н/мм.  

Для данного положения манипулятора матрицы А и В имеют вид 
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Для данного положения значения частных производных равны: 
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Поскольку колебания считаются малыми, то можно линеаризовать  уравне-

ния колебаний. Подставим выражения моментов (5.30) в уравнение движения 

(5.29). Отклоним выходное звено вдоль осей х, y, z соответственно на 0,02мм, 

0,05мм, 0,01мм. В результате численного решения получаем значения частот ко-

лебаний координат (x, y, z) (рис. 5.2 а, б, в) и соответствующие им скорости 

(рис.5.2 г, д, е). 

 

 
а) 
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б) 

 
в) 

b соответствующие скорости (рис. 5.2 г, д, е) 

 
г) 

 
д) 
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е) 

Рис. 5.2 График изменения 

а, б, в – координат выходного звена, x, y, z 

г, д, е – скоростей выходного звена Vx, Vy, Vz 

 

Рассмотрим сферический манипулятор в начальном положении (рис. 4.11). 

Входными координатами являются углы ϕ11, ϕ21, ϕ31 – соответственно углы пово-

рота входных звеньев первой, второй и третьей кинематических цепей. Выходны-

ми координатами являются углы поворота платформы α, β, γ вокруг осей x, y, z 

соответственно. 

Формой уравнений движения являются уравнения Лагранжа (5.1), потенци-

альная энергия манипулятора определяется уравнением (5.2). 

Кинетическая энергия является квадратичной функцией обобщенных скоро-

стей: 

222

2

1

2

1

2

1
zzyyxx JJJT ω⋅⋅+ω⋅⋅+ω⋅⋅=    (5.29) 

где ωx, ωy, ωz, – угловые скорости  выходного звена вокруг осей x, y, z  соответст-

венно;  

2

2

1
rmJ z ⋅⋅= ; 2

12

1
rmJJ zy ⋅⋅==  – моменты инерции выходного звена вокруг осей 

соответственно x, y, z, кг·мм2; 

      m – масса выходного звена, кг (примем m=0,5 кг, r=0,1 м);  

       r – радиус платформы выходного звена, м. 

Тогда уравнение (5.31) примет вид: 
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222222
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zyx rmrmrmT ω⋅⋅⋅⋅+ω⋅⋅⋅⋅+ω⋅⋅⋅⋅=   (5.30) 

Уравнения движения манипулятора с тремя степенями свободы будет описывать-

ся системой дифференциальных уравнений: 
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313131 ϕ∂
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Рассмотрим произвольное положение выходного звена манипулятора с уг-

лами α=1 рад, β=1 рад, γ=1 рад. Такому положению соответствуют углы поворота 

входных звеньев: ϕ11=0,242 рад; ϕ12=1,265 рад; ϕ21=1,237 рад; ϕ22=0,472 рад; 

ϕ31=0,081 рад; ϕ32=0,472 рад. Входные и выходные скорости связаны соотношени-

ем (4.24): 
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Матрицы А и В, входящие в эти уравнения, имеют вид:  
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Обратная матрица А-1  имет вид: 
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Произведение матриц А-1  и В равно: 
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Выразим значения скоростей из уравнения (5.32): 

);791,2()046,2()226,1( 312111 −⋅ϕ+−⋅ϕ+−⋅ϕ=ω &&&
x  

;,,, 300205507550 312111y ⋅ϕ+⋅ϕ+⋅ϕ=ω &&&  

)248,3()153,2()067,1( 312111 −⋅ϕ+−⋅ϕ+−⋅ϕ=ω &&&
z . 

Тогда частные производные уравнения (5.33) будут равны: 
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  (5.33) 

Система дифференциальных уравнений (5.31) имеет частные решения: 

tA ω⋅=ϕ sin111 ; 

tA ω⋅=ϕ sin221 ;     (5.34) 

tA ω⋅=ϕ sin331 . 

Задав жесткости с1 =с2=с3 =10000 Н·м/рад  и подставив значения частных 

решений (5.34), а также их вторые производные в дифференциальные уравнения 

движения (5.33), после сокращения их на множитель tωsin , имеем 
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  (5.35) 

Движения возможны только в том случае, если уравнения системы (5.35) 

совместны друг с другом. Условием совместности уравнений является равенство 

нулю определителя, составленного из коэффициентов А1, А2, А3. Составив и рас-

крыв этот определитель, имеем уравнение для определения частот возможных ко-

лебаний 
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Решив уравнение, получаем значения круговых частот ω1=31 рад/c, ω2=92 

рад/c, ω3=110 рад/c, которым соответствуют собственные частоты колебаний  

ν1=5,1 Гц, ν2=14,3 Гц, ν3=17,5 Гц. 

Теперь рассмотрим положение манипулятора в начальном положении при 

α=0 рад, β=0 рад, γ=0 рад. Такому положению соответствуют углы поворота 

входных звеньев: ϕ11=0 рад; ϕ12=0 рад; ϕ21=0 рад; ϕ22=0 рад; ϕ31=0 рад; ϕ32=0 рад 

(рис.5.2). Матрицы А и В имеют вид: 
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Обратная матрица имеет вид: 
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Произведение матриц А-1  и В равно: 
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Подставив в уравнение (5.32) коэффициенты, стоящие при обобщенных 

скоростях: )1(11 −⋅ϕ=ω &
x , )1(21 −⋅ϕ=ω &

y , )1(31 −⋅ϕ=ω &
z , имеем: 
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    (5.36) 
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Подставив значения частных решения и их вторые производные в диффе-

ренциальные уравнения движения (5.35), после сокращения на множитель tωsin  

получаем  
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2
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1

    (5.37) 

Решив уравнения (5.37), получаем значения круговых частот ω1=45 рад/c, 

ω2=111 рад/c, ω3=111 рад/c, которым соответствуют собственные частоты колеба-

ний ν1=7,2 Гц, ν2=17,7 Гц, ν3=17,7 Гц (рис. 5.3 а, б, в) и соответствующие им ско-

рости (рис. 5.3. г, д, е) 

 
а) 

 
б) 

 
в) 
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г) 

 
д) 

 
е) 

Рис. 5.3 График изменения 

а, б, в – координат выходного звена α, β, γ; 

г, д, е – скоростей выходного звена  ωx,ωy, ωz 

 

Таким образом, в параграфе показана методика определения собственных 

частот колебаний механизмов параллельной структуры с тремя степенями свобо-

ды различных классов. 
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5.2. Частотный критерий особых положений 

 

В механизмах параллельной структуры могут проявляться особые положе-

ния в рабочей зоне, в которых или теряется степень свободы, или появляется не-

управляемая подвижность. Вблизи особых положений у манипуляторов парал-

лельной структуры снижается нагрузочная способность. Эти положения опреде-

ляются с использованием аппарата винтового исчисления, исследованием свойств 

матриц Якоби, составленных из уравнений связей, а также по величине угла дав-

ления [4, 25, 26, 40, 82, 93]. Одной из задач является установление критериев по-

ложений близких к особым. В параграфе для решения данной проблемы разрабо-

тан подход, основанный на анализе собственных частот колебаний манипулятора 

[36, 110]. 

Известно, что условием особого положения является  выроженность мат-

риц, составленных из плюккеровых координат силовых винтов, или  матриц Яко-

би, полученных дифференцированием неявной функции, а также при угле давле-

ния равном 900. В параграфе показана зависимость частоты колебаний от положе-

ния манипулятора вблизи особых положения. Собственные частоты колебаний 

исследуются на плоском и поступательно-направляющем манипуляторах парал-

лельной структуры.  

Рассмотрим положение плоского механизма близкое к особому положению, 

в котором теряется управляемость механизма (рис.2.11). В особом положении 

входные координаты имеют значения q1=00, q2=1200, q3=–1200. Рассмотрим поло-

жение близкое к особому с координатами q1=0,00050, q2=1200, q3=–1200. При та-

ком положении звеньев матрицы А и В имеют вид: 
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−
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0597,30

00597,3

B . 

Определитель матрицы А равен 0,0143, т.е. стремится к нулю. 

Выразим выходные скорости через входные скорости: 
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)79,0()31,0(48,0 321 −⋅+⋅+⋅= qqqx &&&&  

)09,0(73,0)63,0( 321 −⋅+⋅+−⋅= qqqy &&&&    (5.38) 

59,19659,19659,196 321 ⋅+⋅+⋅=ϕ qqq &&&&  

и подставим значения частных решений и их вторые производные в дифференци-

альные уравнения движения (5.4), сократив которые на множитель sin ωt, полу-

чим 
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       (5.39) 

Раскрыв определитель матрицы, составленной из коэффициентов при А1, А2, 

А3, в уравнениях (5.39) получаем выражение для определения частот возможных 

колебаний: 

.1010899,21035,11068,4

499,9661000007,966011,966
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Круговые частоты равны ω1=1,83 рад/c, ω2=146,8 рад/c, ω3=1687,1 рад/c , а 

соответствующие им собственные частоты колебаний – ν1=0,29 Гц, ν2=23,3 Гц,  

ν3=269 Гц.  

Рассмотрим положение механизма, при котором определитель матрицы В 

равен нулю. При смещении центра платформы из начала координат в точку с ко-

ординатами (0; 1,99) и угле поворота φ=00 определители матриц А и В будут рав-

ны соответственно 0,06 и 4,178, что соответствует входным углам q1=88,5210,  

q2=65,2600, q3=114,7390. 

При этом уравнения скоростей имеют вид: 

6,110)77,109(09,1 321 ⋅+−⋅+⋅= qqqx &&&& ; 

           77,7)77,7( 32 ⋅+−⋅= qqy &&& ;      (5.40) 

8,189)7,190(89,1 321 ⋅+−⋅+⋅=ϕ qqq &&&& . 
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Подставив значения частных решений и их вторые производные в диффе-

ренциальные уравнения движения (3.19) и, сократив на множитель tωsin , получа-

ем соответствующую систему уравнений. Раскрыв определитель матрицы, со-

ставленной из коэффициентов при А1, А2, А3, получаем уравнение для определе-

ния частот возможных колебаний 

.10104,1103,51071,12

7047100007005237,69

700569641000084,68

237,6984,68683,010000
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222

222
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  (5.41) 

Круговые частоты равны ω1=0,83 рад/c, ω2=163,4  рад/c, ω3=2028,7  рад/c , а 

соответствующие им собственные частоты колебаний – ν1=0,13 Гц,   ν2=25,5 Гц,  

ν3=322,3 Гц.  

При дальнейшем приближении выходного звена к особому положению в 

точку с координатами (0; 1,999) и угле поворота φ=00 матриц А и В будут равны 

соответственно 0,01 и 0,13, что соответствует входным углам q1=89,5320,  

q2=65,2640, q3=114,7360. 

При этом уравнения скоростей можно записать: 

;2,340)7,339(09,1 321 ⋅+−⋅+⋅= qqqx &&&&  

;77,7)77,7( 32 ⋅+−⋅= qqy &&&     (5.42) 

.1,585)1,586(89,1 321 ⋅+−⋅+⋅=ϕ qqq &&&&  

Подставив значения частных решений и их вторые производные в диффе-

ренциальные уравнения движения (5.4) и сократив на множитель tωsin , получаем 

систему уравнений. Раскрыв определитель матрицы, составленной из коэффици-

ентов при А1, А2, А3, получаем уравнение для определения частот возможных ко-

лебаний: 

.101032,11037,1101,7

6647610000663362,212

6633666197100007,211

2,2127,211683,010000

1221441063

222

222

222

+ω⋅⋅−ω⋅⋅+ω⋅⋅−=

=
ω⋅−ω⋅ω⋅−

ω⋅ω⋅−ω⋅
ω⋅−ω⋅ω⋅−
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Круговые частоты равны ω1=0,84 рад/c, ω2=980 рад/c, ω3=13900 рад/c ,         

соответствующие им собственные частоты колебаний ν1=0,04 Гц, ν2=47,7 Гц, 

ν3=698,3 Гц.  

При смещении центра платформы из начала координат в точку с координа-

тами (0; 1,9999) круговые частоты равны ω1=0,0084 рад/c, ω2=980 рад/c, ω3=21680 

рад/c. Им соответствуют собственные частоты колебаний ν1=0,0012 Гц,        

ν2=47,7 Гц,  ν3=1090 Гц.  

Для исследования частотного критерия особых положений будем изучать 

окрестность сингулярности, где угол давления больше 850. Указанный угол опре-

деляется коэффициентом трения. Силы, действующие внутри конуса трения не 

вызывают движения. 

Стремление одной из частот к нулю  свидетельствует о присутствии особого 

положения второго типа, а рост другой частоты – особое положение первого типа. 

Рассмотрим поступательно-направляющий вблизи особых положений. На-

пример, положение механизма с координатой выходного звена в точке                 

О1
/
  (0,999; 0,02; 0), а особым является положение с координатами в точке             

О1 (1; 0; 0) (рис.5.4). Для такого положения манипулятора определим угол давле-

ния. 

Угол давления определяется как 

1

1arccos
R
R

⋅
⋅=α

V

V
,     (5.43) 

где V – скорость последней точки в первой цепи;  

R1 – силовой винт, который появляется при торможении входного звена. 

Для решения задачи о скоростях определяем плюккеровы координаты чет-

вертого силового винта, который появляется при торможении входного звена. Три 

момента, создаваемые тремя силами, запрещают вращение.  
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Рис. 5.4. Положение звеньев манипулятора при положении выходного 

звена с координатами точки О1 (1; 0; 0) 

и положение точки О1 в рабочей зоне 

 

Силовой винт R1 будет перпендикулярен плоскости, образованной единич-

ными векторами E11 и E12, имеет согласно уравнения (3.26) координаты: 

11121 coscos ϕ⋅ϕ−=xr ;  

11121 cossin ϕ⋅ϕ−=yr ; 

11121 sincos ϕ⋅ϕ=zr . 

Координаты вектора скорости выходного звена взаимны координатам двух 

силовых винтов второй цепи  R2 и третьей цепи R3 и составляют: 
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=

zyx

zyx

rrr

rrr

kji

333

222AV . 

Тогда проекции скоростей на оси x, y, z будут равны:: 

yzzyxA rrrrV 3232 ⋅−⋅= ; 

zxxzyA rrrrV 3232 ⋅−⋅= ;                                        (5.44) 

xyyxzA rrrrV 3232 ⋅−⋅= . 

Подставляя найденные значения скоростей (5.44) в уравнение (5.43) угол давле-

ния будет равен:   

11

2

12

2

11

2

12

2

11

2

12

2222

111211121112

sincoscossincoscos

sincoscossincoscos
arccos

ϕ⋅ϕ+ϕ⋅ϕ+ϕ⋅ϕ⋅++

ϕ⋅ϕ⋅+ϕ⋅ϕ⋅−ϕ⋅ϕ⋅−
=α

zAyAxA

zAyAxA

VVV

VVV
     (5.45) 

Или после упрощения 

11

2

12

2

11

2

111211121112

sincoscos

sincoscossincoscos
arccos

ϕ⋅ϕ+ϕ⋅

ϕ⋅ϕ⋅+ϕ⋅ϕ⋅−ϕ⋅ϕ⋅−
=α

A

zAyAxA

V

VVV
         (5.46) 

Рассчитаем угол давления для положения выходного звена с координатами 

точки О1 (0,999; 0,02; 0) и длинами звеньев l1=1 м; l2=1м; l3=1м. 

Согласно уравнению (3.27) координаты силовых винтов R2 и R3 будут рав-

ны: 

188sin0cossincos 00

21222 −=⋅=ϕ⋅ϕ−=xr ; 

088cos0sincossin 00

32313 =⋅=ϕ⋅ϕ=yr ;   (5.47) 

023,088cos0coscoscos 00

32313 =⋅=ϕ⋅ϕ=zr . 

Координаты вектора скорости в точке А: 

         4

3232 1046,3 −⋅=⋅−⋅= yzzyAx rrrrV ; 

                              017,03232 =⋅−⋅= zxxzAy rrrrV ;    (5.48) 

017,03232 −=⋅−⋅= xyyxAz rrrrV . 

После подстановки выражений (5.48), (5.47) в уравнение (5.46) получаем 

угол давления равным α=8705′. 

Этому положению соответствуют уравнения скоростей (5.22): 
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)1(1 −⋅= qVx ;               

)1()22( 21 −⋅+−⋅= qqVy ; 

)1()22( 31 −⋅+−⋅= qqVz . 

В точке О1
// (0,9999; 0,02; 0) угол давления равен α=890. Этому положению 

будут соответствовать уравнения скоростей: 

)1(1 −⋅= qVx ;            

)1()70( 21 −⋅+−⋅= qqVy ; 

)1()70( 31 −⋅+−⋅= qqVz . 

Значения собственных частот колебаний приведены в табл. 5.1. 

Таким образом, найдено положение, в котором две матрицы выродились 

(матрица плюккеровых координат двух кинематических цепей и матрица, состав-

ленная из координат силовых винтов). Силовые винты имеют следующие коорди-

наты: R1 (1; 0; 0), R2 (-1; 0; 0), R3 (1; 0; 0). 

 

Таблица 5.1 

Собственные частоты колебаний манипулятора в точках О1
/  и О1

// 

Угол давления α, град. 

 

Собственные 

частоты 

колебаний ν, Гц 87,50 890  

ν1 0,18 0,05 

ν2   15,5 24,3 

ν3 36,2 38,3 

 

Теперь рассмотрим другое положение выходного звена механизма с коор-

динатами точки О2
/ (0,999; 0,999; 0), особым является положение с координатами 

в точке О2 (1; 1; 0) (рис.5.5). 
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Рис. 5.5. Положение звеньев манипулятора при положении выходного 

звена с координатами точки О2 (1; 1; 0) 

и положение точки О2 в рабочей зоне 

 

Этому положению соответствуют угол давления α=87,50 и уравнения скоро-

стей: 046,02 ⋅= qVx ; 046,01 ⋅= qVy ; )1(048,1048,1 121 −⋅+⋅+⋅= qqqVz . 

Положению в точке О2
// (0,9999; 0,9999; 0) соответствует угол давления 

α=890. Этому положению будет соответствовать уравнения скоростей: 

014,02 ⋅= qVx ; 014,01 ⋅= qVy ;  )1(014,1014,1 321 −⋅+⋅+⋅= qqqVz  

Значения собственных частот колебаний для рассматриваемого случая при-

ведены в табл. 5.2. 
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Таблица 5.2 

Собственные частоты колебаний манипулятора в  точках О2
/ и О2

// 

Угол давления α, град 

 

Собственные 

частоты 

колебаний ν, Гц 87,50  890    

ν1 0,8 0,7 

ν2   24,7 28,1 

ν3 26,8 33,4 

 

Силовые винты имеют следующие координаты: R1 (0; 1; 0), R2 (-1; 0; 0), R3 

(0; 0; 0). 

Теперь рассмотрим положение выходного звена механизма (рис.5.6) с коор-

динатами точки О3
/ (0,999; 0,999; 0,999), которому соответствует угол давления 

α=87,50. Особым является положение выходного звена с координатами (1; 1; 1). В 

этом случае имеем уравнения скоростей в виде 

02,002,0)02,0( 321 ⋅+⋅+−⋅= qqqVx ;         

02,0)02,0(02,0 321 ⋅+−⋅+⋅= qqqVy  

)02,0(02,002,0 321 −⋅+⋅+⋅= qqqVz . 

Положению в точке О3
// (0,9999; 0,9999; 0) соответствует угол давления 

α=890. Этому положению будет соответствовать уравнения скоростей: 

007,0007,0)0069,0( 321 ⋅+⋅+−⋅= qqqVx ;     

007,0)069,0(007,0 321 ⋅+−⋅+⋅= qqqVy ; 

)0068,0(007,0007,0 321 −⋅+⋅+⋅= qqqVz . 

Значения собственных частот колебаний для рассматриваемого случая при-

ведены в табл. 5.3. Силовые винты имеют следующие координаты: R1 (0; 0; 0), R2 

(0; 0; 0), R3 (0; 0; 0). 
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Рис. 5.6. Положение звеньев манипулятора при положении выходного 

звена с координатами точки О3 (1; 1; 1) 

и положение точки О3 в рабочей зоне 

 

Таблица 5.3 
Собственные частоты колебаний манипулятора в точках О3

/  и О3
//   

 
Угол давления α, град 

 

Собственные 

частоты 

колебаний ν, Гц 87,50  890    

ν1 0,5 0,07 

ν2   15,1 16,5 

ν3 26,2 32,5 
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Таким образом, при приближении к особому положению, связанному с по-

терей управляемости одна собственная частота колебаний стремится к нулю, что 

связано с уменьшением жесткости. 

Рассмотрим сферический механизм (рис.4.11) в положении, близком к осо-

бому, при α=00, β=00, γ=90,20 . Такому положению соответствуют углы поворота 

входных звеньев: ϕ11=90,20; ϕ12=00; ϕ21=0; ϕ22=89,80; ϕ31=90,20 ϕ32=00. Механизм в 

целом находится в особом положении и при этом теряется одна степень свободы. 

Матрицы А и В имеют вид: 

;

,

















−
−=

200

0260

0100030

А , 
















−=
82307000

010

0082070

B . 

Произведение матриц А-1 и В равно: 

















⋅⋅⋅−
⋅−

⋅−⋅⋅−
=⋅

−−−

−

−−−

−

557

5

957

106,7106,7106,6

0106,70

108,5106,7106,6

BA 1 . 

Подставим в уравнения (5.35) коэффициенты, стоящие при обобщенных 

скоростях: 

             )1()1035,2( 21

7

11 −⋅ϕ+⋅⋅ϕ=ω &&
x , 

)105,3( 3

21

−⋅−⋅ϕ=ω &
y ,    (5.49) 

            31z 1 ϕ⋅−=ω & . 

Решая систему уравнений (5.33), подставив уравнения (5.49) имеем сле-

дующие значения круговых частот: ω1=32,3·10-3 рад/c, ω2=13,8 рад/c, ω3=38 рад/c, 

и соответствующих им собственных частот колебаний ν1=5,1·10-3 Гц, ν2=2,2 Гц, 

ν3=6,1 Гц. 

При приближении к особому положению второго типа одна собственная 

частота стремится к нулю, что связано с уменьшением жесткости механизма. 
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5.3. Нелинейные колебания манипуляционных механизмов  

 

Проведем анализ нелинейных колебаний механизмов. Нелинейность меха-

нической системы обусловлена ее геометрией и взаимосвязанностью приводов 

[113]. 

Рассмотрим положение равновесия, в котором обобщенные силы (усилия в 

приводах) равны нулю. При перемещении из положения равновесия появляются 

упругие силы, которые пропорциональны перемещению (углу поворота) в приво-

дах. 

Рассмотрим поступательно-направляющий механизм. При перемещении 

выходного звена на элементарное расстояние соответственно δx, δy, δz имеем сле-

дующие уравнения движения:  
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Механизм находится в положении равновесия с координатами выходного звена 

x=0; y=0; z=0. Коэффициенты, составленные из частных производных, определя-

ются дифференцированием уравнений связей и в рассматриваемой задаче не яв-

ляются постоянными величинами.  

Зададим массу выходного звена m=0,5 кг, массы входных звеньев mi=0,1 кг, 

жесткость приводов с=10000 Н/мм. Используя программы для численного интег-

рирование, а также решение задачи об ускорении, найдем изменения координат 

выходного звена при следующих начальных условиях: x=0,15; y=0,12; z=0,01. 

На рис.5.7 представлены законы изменения x, y, z для нелинейных колебаний вы-

ходного звена. Нелинейность механической системы обусловлена нелинейностя-

ми упругих характеристик привода  
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а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 5.7 . Графики изменения координат выходного звена  

а – x, б – y, в – z 

 

Теперь рассмотрим другие начальные условия – координаты выходного 

звена  x=0,25; y=0; z=0,15. В этом случае график изменения координат представ-

лен на рис. 5.8. 
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а) 

 
б) 

 Рис.5.8  Графики изменения координат выходного звена x,  y,  z 

а – Масштаб t=0..1,  б – Масштаб t=0..0.1 

 

Проведем анализ нелинейных колебаний сферического механизма с тремя 

степенями свободы [119, 193]. Уравнение движения сферического механизма с 

тремя степенями свободы имеет вид: 
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  (5.51) 
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где ηξ = JJ , ζJ  – моменты инерции относительно осей ξ, η, ζ 

321 ,, MMM  – моменты в приводах, Н·мм;  

ξϕ∂
ϕ∂ ij  – переменные коэффициенты. 

ξϕ&& , ξϕ& , ηϕ&& , ηϕ&  ζϕ&& , ζϕ&  – проекции ускорений и скоростей на оси ξ, η, ζ. 

Переменные коэффициенты можно определить из уравнений прямой задачи о 

скоростях методом винтового исчисления. При этом требуется найти силовой 

винт Ri с координатами ( )000 ,,,,, iziyixiziyix rrrrrr , взаимный двум ортам осей e’i2, ei5 не-

приводных пар. Как отмечалось, в данном случае кинематическая пара e’i2, вхо-

дящая в эквивалентный механизм (рис.3), заменяет три пары ei2, ei3, ei4  исходного 

механизма.   

Кинематический винт выходного звена равен сумме кинематических винтов 

в парах цепи Ωi=Ωi1+Ωi2+Ωi3,  

где Ωi – кинематический винт выходного звена с координатами (Vx,Vy, Vz, ωx, ωy, 

ωz). Отметим, что в данном случае Vx=Vy=Vz=0,  

Ωi1, Ωi2, Ωi3 – кинематические винты первой, второй, третьей кинематических пар 

с координатами соответственно ( ) 1

0

1

0

1

0

1111 iiiiiii zyxzyx ω⋅,,,,, ,   ( ) 2

0

2

0

2

0

2222 ,,,,, iiiiiii zyxzyx ω⋅ ,   

( ) 3

0

3

0

3

0

3333 ,,,,, iiiiiii zyxzyx ω⋅ . 

Можно записать, что относительный момент двух винтов  равен 

mom(Ri,Ωi)= mom(Ri,Ωi1+Ri,Ωi2+Ri,Ωi3). 

Так как силовой винт взаимен ортам неприводных пар, то относительные 

моменты mom(Ri,Ωi2)=0, mom(Ri,Ωi3)=0, таким образом mom(Ri,Ωi)=mom(Ri,Ωi1). 

Подставив значения координат силовых и кинематических винтов, получим урав-

нения относительных моментов: 

( ) 000Ω ζζηηξξ ⋅ω+⋅ω+⋅ω= iiiii rrrmom ,R ; 

( ) )(Ω 0

11

0

1

0

111 ziiiyiixiii rzryrxmom ++⋅ω=  R, , 

где (xi1, yi1, zi1) – плюккеровы координаты единичных векторов ei1, располо-

женных вдоль осей приводных пар;  
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0

ir  – моментная часть силового винта с координатами 0

1

0

1

0

1 ,, zyx rrr . 

 Система уравнений для трех кинематических цепей имеет вид: 
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22121
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2 zyx rzryrxrrr ++⋅ω=⋅ω+⋅ω+⋅ω ζζηηξξ ;  (5.52) 
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3 zyx rzryrxrrr ++⋅ω=⋅ω+⋅ω+⋅ω ζζηηξξ  

где ζηξ ωωω ,,  – угловые скорости выходного звена вокруг осей ξ,  η, ζ 

000 ,, ζηξ iii rrr  – координаты моментной части i-го силового винта. 

Тогда переменные коэффициенты, стоящие перед значениями моментов М, мож-

но определить следующим образом: 
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. 

Остальные коэффициенты имеют сходный вид. 

Координаты ортов второй (x12, y12, z12) и третьей (x13, y13, z13) пар первой це-

пи в неподвижной системе координат  рассчитываются следующим образом: 

– для второй пары координаты ортов определяются произведением матрицы 

поворота вокруг оси x на координаты второй пары в ее начальном положении 
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; 

– координаты ортов третьей пары первой цепи определяются произведени-

ем матрицы А, описывающей переход от подвижной координатной системы к не-

подвижной, на координаты указанного орта в ее начальном положении: 
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. 

Матрица А имеет вид А=А3·А2·А1;  

где А1  –  матрица поворота вокруг оси х, 

А2  –  матрица поворота вокруг оси y, 

А3  – матрица поворота вокруг оси z. 
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Для второй цепи координаты ортов второй и третьей пар  равны:  
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Для третьей цепи координаты ортов второй и третьей пар равны: 

















ϕ
ϕ

=
















⋅
















ϕϕ
ϕ−ϕ

=
















0

sin

cos

0

0

1

100

0cossin

0sincos

31

31

3131

3131

32

32

32

z

y

x

( )
















γ⋅β−
γ⋅β⋅α+γ⋅α
α⋅γ−γ⋅β⋅α

=
















⋅=
















sincos

sinsinsincoscos

sincossinsincos

0

1

0

33

33

33

А

z

y

x

. 

Координаты ортов вторых пар первой, второй и третьей цепей в подвижной 

системе координат определяются матрицей А-1, обратной матрице А. 
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Координаты ортов третьих пар первой, второй и третьей цепей равны: 
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Моментная часть силового винта для первой кинематической цепи  в под-

вижной системе координат равна: 
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Аналогичным образом рассчитываются моментные части силовых винтов для 

второй и третьей цепей: 

0r 0
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( ) 2121
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3 sincossincoscoscosr ϕ⋅β⋅γ+ϕ⋅β⋅γ=ζ  

Для определения углов α, β, γ необходимо соотношение между угловыми 

скоростями в подвижной системе координат ξω , ηω , ζω  и скоростями изменения 

углов α& , β& , γ&  . Эти соотношения можно записать в следующем виде: 

;ξξξξ γ⋅γ+β⋅β+α⋅α=ω &&&  

                                             ;ηηηη γ⋅γ+β⋅β+α⋅α=ω &&&          (5.53) 

      ζζζζ γ⋅γ+β⋅β+α⋅α=ω &&&  

где 
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0

0

1

 –  проекции орта третьей пары фиктивной кинематической цепи, 

соответствующей скорости изменения угла α на оси ξ, η, ζ ; 
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 – проекции орта второй пары фиктивной кинематической цепи, соответст-

вующей скорости изменения угла β, на оси ξ, η, ζ: 
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 – проекции орта первой пары фиктивной цепи, соответствующей скорости 

изменения γ на оси ξ, η, ζ: 
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Выразим α& , β& , γ&  через ξω , ηω , ζω : 

β
α⋅β⋅ω+β⋅α⋅ω+β⋅ω

=α ζηξ
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cossinsinsincos
&  

           α⋅ω−α⋅ω=β ζη sincos&      (5.54) 

β
α⋅ω+α⋅ω

= ζη

cos

cossin
γ&  

Моментная часть силового винта в неподвижной системе координат равна [118]: 
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Зависимость углов поворота промежуточных φi2 определяются из решения 

задачи о положении [114]: 

β⋅γ⋅α+α⋅γ=ϕ sincoscossinsinsin 12 ; 

γ⋅β=ϕ sincossin 22 ;      (5.55) 

α⋅β=ϕ sincossin 32  
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Моменты в приводах равны: 









ϕ⋅−=
ϕ⋅−=
ϕ⋅−=

3133

2122

1111

cM

cM

cM

     (5.56) 

где  сi – жесткость привода, Н·м/рад; 

Сферический  механизм находится в равновесии при следующих углах: 

011 =ϕ ; 021 =ϕ ; 031 =ϕ ; 0=γ=β=α . 

Используя численное интегрирование, найдем изменения координат выходного 

звена при следующих  начальных условиях: 

α=0,1 рад ; β=0,05 рад; γ=0,325 рад . 

Примем массу выходного звена m=0,5 кг, радиус платформы выходного звена 

r=0,1 м. 

Законы изменения α, β, γ для нелинейных колебаний выходного звена показан на 

(рис 5.9.а, б, в). 

 

 
а) 

 
б) 
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в) 

 
г) 

 
д) 

 
е) 

Рис. 5.9 . Графики изменения  

а, б, в – координат выходного звена α, β, γ;  

 г, д, е – скоростей выходного звена ωx,ωy, ωz 
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Вывод по главе 5 

 

1. Разработана методика определения близости к сингулярности на основе анали-

за собственных частот колебаний манипуляционных механизмов параллельной 

структуры с тремя степенями свободы для плоских, поступательно-

направляющих, вращательных движений.  

2. Использование методики определения собственных частот позволяет предло-

жить динамический критерий особых положений через частотные характеристи-

ки. При приближении к особым положениям, когда угол давления приближается к 

900, первая собственная частота уменьшается в десятки раз, а по крайней мере од-

на их двух других увеличивается. Это связано с тем, что жесткость по одной сте-

пени свободы уменьшается, а по другой увеличиваются.  

3. Влияние между степенями свободы и приводов приводит к появлению нели-

нейных явлений в динамики механизмов. Получены законы изменения координат 

выходного звена для нелинейных колебаний. Это может быть учтено при управ-

лении устройством. 

4. Возбуждение колебаний по одно, из координат приводит к появлению колеба-

ний по другим координатам, что связано с взаимным влиянием степеней свободы. 

Собственные колебания нелинейной системы описываются процессами  типа 

биения, это связано с тем, что энергия переходит от одной координаты к другой. 
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ГЛАВА 6. УПРАВЛЕНИЕ МЕХАНИЗМАМИ  

ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ 

 
 

В данной главе рассмотрены алгоритмы управления механизмами парал-

лельной структуры. Предложенные алгоритмы реализованы на плоском, поступа-

тельно-направляющем и сферических механизмах. Кроме того, для плоского ме-

ханизма рассмотрена задача управления при переходе через особые положения.  

 
 

6.1. Управление движением манипуляционных роботов  

по назначенным траекториям на основе обратных задач динамики 

 

Важной функциональной частью промышленного манипулятора является 

система его управления. Основными задачами системы управления являются: 

- осуществление движения исполнительного органа по заданной траекто-

рии, определяемой уравнениями; 

- обеспечение заданных законов изменения координат во времени. 

Исполнительная система должна удовлетворять техническим требованиям, 

быть устойчивой, переходные процессы соответствовать заданным показателям 

качества. В настоящее время задачи управления приводными системами получили 

значительное развитие – разработаны приемы, методы и алгоритмы  их проекти-

рования [20, 21, 55, 58, 68, 69, 70, 80, 94, 95, 106]. Приводы являются следящими 

системами и имеют обратные связи по координате выхода, скорости, ускорения 

или силе. Задачи управления решаются с использованием методов теории автома-

тического регулирования. При этом рассматривались только механизмы роботов 

последовательной структуры [48, 107, 127, 134, 160]. Наряду с этим, трудности 

вызывают задачи управления механизмами параллельной структуры с изменяю-

щимися моментами инерции, нелинейностью уравнений связей,  взаимовлиянием 

между степенями свободы, непостоянным передаточным отношением между 
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входными (обобщенными) и выходными (абсолютными) координатами выходно-

го звена (рабочего органа).  

Известно решение задачи управления механизмом параллельной структуры 

с 2-мя степенями свободы  [26, 169] при переходе через особое положение, свя-

занное с потерей управляемости. Оно основано на решении обратной задачи ди-

намики и связано с вычислением сил по заданному движению [70, 160]. Метод 

обратных задач динамики позволяет строить алгоритмы управления на основе ма-

тематических моделей управляемых процессов [10, 48, 96]. 

Предлагаемый алгоритм управления основан на минимизации отклонения 

от заданного закона движения. Рассмотрим механизм с тремя степенями свободы 

и тремя приводами. Пусть задано требуемое движение выходного звена в виде за-

кона изменения координат: )(  ),(  ),( tztytx TTT . После дифференцирования получаем 

требуемые скорости )(  ),(  ),( tztytx TTT &&&  и ускорения  )(  ),(  ),( tztytx TTT &&&&&& .  

Задача управления формулируется следующим образом, что требуется най-

ти силы (моменты) в приводах, при которых исполнительный механизм переме-

щается по заданному закону. При этом задача состоит в минимизации ошибки по 

координате: 

)()()(∆1 txtxt T −= , )()(y)(∆2 tytt T −= , )()()(∆3 tztzt T −= , 

по скорости :  

)()()(∆1 txtxt T &&& −= , )()()(∆ 2 tytyt T &&& −= , )()()(∆3 tztzt T &&& −= , 

по ускорению: 

)()()(∆1 txtxt T &&&&&& −= , )()()(∆ 2 tytyt T &&&&&& −= , )()()(∆3 tztzt T &&&&&& −= , 

где ( )tx , ( )ty , ( )tz , ( )tx& , ( )ty& , ( )tz& , ( )tx&& , ( )ty&& , ( )tz&&  – фактические значения координат, 

скоростей, ускорений выходного звена. 

Для оценки быстроты затухания и величины отклонения используем квад-

ратичную интегральную оценку переходного процесса  

tdkkG
T

i2i1ii ∫ ⋅+⋅+=
0t

222 )∆∆(∆ &&& . Значение этого интеграла должно принимать мини-

мальное значение,  
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где 21,kk  - постоянные числовые параметры. 

Интеграл iG можно представить в виде: 

( ) ( )∫∫ ∆∆+∆⋅γ+∆⋅γ+∆=⋅+⋅+ 00

2

01
t

2

i2

2

i1

2

i ,)∆∆(∆
0

&&&&&&&
iiiiii

T

ii Cdtdtkk , 

где ),( 00 ∆∆ &
iС  – некоторые постоянные зависящие от начального состояния 

управляемого механизма.   

Минимум функционала реализуется на траекториях, на которых выполняет-

ся условие:  

                 001 =∆⋅γ+∆⋅γ+∆ iiiii
&&&                 (6.1) 

где γ1i, γ0i – постоянные коэффициенты   

Для построения управляющих сил Рi необходимо выполнение условия, что-

бы ошибки в переходном процессе являлись решением уравнения (6.1). Для на-

хождения коэффициентов уравнения (6.1) перепишем выражение форме, соответ-

ствующей колебательному звену: 

022 =∆+∆⋅τζ+∆τ iiiiii
&&&

                                  (6.2) 

i0

2

i

1
γ

=τ , ,2
0

1

i

i
ii γ

γ=τζ  

где iτ  – постоянные времени,  

        iζ  – коэффициент затухания (демпфирования) собственных колебаний.  

В технике автоматических систем наиболее предпочтительным режимом является 

режим с коэффициентом  затухания собственных колебаний 
2

2=ζ . При этом ве-

личина перерегулирования 0
05≈σ . Длительность переходных процессов при этом 

составляет 
ξ

τ⋅≈ 3
t с. В установившемся движении при ∞→t  выполняются соот-

ношения для абсолютных координат: 

)()( txtxT → , ( ) ( )tytyT → , ( ) ( )tztzT → . 

Таким образом, начиная с некоторого заданного момента времени t, при со-

ответствующем подборе коэффициентов обратной связи произойдет затухание 
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переходных процессов ( ) 0→∆ t . В таком случае в процессе управления движение 

исполнительного механизма осуществляется по назначенной траектории c момен-

та времени t.  

Закон изменения ошибки должен соответствовать колебательному звену, 

при этом обеспечивается устойчивость и минимизации ошибки по положению, 

скорости и ускорения. Закон изменения ускорения имеет вид: 

)()( 01 xxxxxx TTT −⋅γ+−⋅γ+= &&&&&&  

                 )()( 01 yyyyyy TTT −⋅γ+−⋅γ+= &&&&&&    (6.3) 

)()( 01 zzzzzz TTT −⋅γ+−⋅γ+= &&&&&&  

Тогда, искомые законы управления  могут быть найдены  подстановкой ус-

корений в уравнения движения: 

ii )BAM qq(q,qq &&&& ⋅+⋅= )( , i=1, … n 

Эти соотношения определяют искомые законы формирования управляющих 

сил и моментов, реализующих движение по назначенной траектории. 

Анализ развития робототехники показывает, что в последние годы активно 

в промышленных роботах используются электроприводы. Нагрузкой всех приво-

дов является механизм манипулятора. На вход каждого из приводов подается 

управляющий сигнал. Выходом системы является вектор обобщенных координат 

манипулятора qi , или вектор перемещений выходного звена. Рассмотрим привод 

на базе электродвигателя постоянного тока. Уравнение двигателя имеет следую-

щий вид: 

dt

dI
LIRkU ⋅+⋅+ω⋅= ω  

m

i

k

M
I =  

где R – сопротивление якоря двигателя,  

km – коэффициент пропорциональности,  

kω, – коэффициент противоЭДС,  

L – индуктивность якоря, 

I  – ток в цепи якоря,  
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U – управляющее напряжение. 

При проектировании привода механизма следует учитывать мощность и 

момент для обеспечения требуемых динамических свойств управления при быст-

ром изменении их параметров. Также постоянная времени τ должна быть больше  

постоянной двигателя τm, рассчитываемой по формуле: 

ω

=τ
kk

JR

m

m  

где J – момент инерции  двигателя.  

Так как двигатели стоят на основании, то это позволяет выбирать  двигатели с за-

пасом по мощности.  

Таким образом, предложен алгоритм управления механизмом параллельной 

структуры, минимизирующий ошибку по положению, скорости, ускорения.  

 

 

6.2 Управление поступательно-направляющим механизмом 
 

Рассмотрим задачу управления поступательно-направляющим механизмом 

параллельной структуры с тремя степенями свободы [115, 214]. Математическая 

модель исполнительной системы состоит из уравнения движения механизма.  

При перемещениях в приводах на элементарные расстояния соответственно 

321 ,, qqq δδδ  используя принцип возможных перемещений имеем следующие 

уравнения:  
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∂
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где 32 ,, mmm1  – масса входных звеньев соответствующих цепей,  

m – масса выходного звена,  
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P1, P2, P3 – силы в приводах,  

zyx &&&&&& ,, – ускорения выходного звена,  

321 ,, qqq &&&&&&  –  ускорения в приводах,  

iii q

z

q

y

q

x

∂
∂

∂
∂

∂
∂

,,  –  переменные  коэффициенты. 

Переменные коэффициенты 
iii q

z

q

y

q

x

∂
∂

∂
∂

∂
∂

,,  определяются из уравнений свя-

зей, записанных в виде неявных функций от абсолютных и обобщенных коорди-

нат 0=)q,z,y,x(F ii . В этих функциях переменная iq  в свою очередь  представле-

на как функция переменных x, y, z. Дифференцируя каждую из этих неявных 

функций по переменным x, y, z получаем систему уравнений, связывающие скоро-

сти входных и выходных звеньев: 

0=
∂
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+
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∂

+
∂
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∂

i

i

iiii q
q
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z

z

F
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F
&&&&    i=1, 2, 3,  

Из полученных выражений получаем формулы для определения  искомых 

переменных коэффициентов: 
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В уравнения движения входят значения ускорений входных и выходных звеньев. 

Из уравнения ускорений необходимо выразить ускорения входных звеньев через 

ускорения выходных. 

Проведем численное моделирование движения выходного звена механизма 

параллельной структуры по заданной траектории с помощью разработанного алго-

ритма оптимального управления движением.  

Для моделирования оптимального алгоритма управления запишем уравне-

ния движения в абсолютной системе координат, т.е. выходное звено перемещает-

ся  на расстояния zy,x, δδδ , что соответствует соотношениям: 
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           (6.5) 

Ускорения в приводах рассчитывается следующим образом: 

)xx()xx(xx TTT −⋅γ+−⋅γ+= 01 &&&&&&  

)yy()yy(yy TTT −⋅γ+−⋅γ+= 01 &&&&&& ;    (6.6) 

)zz()zz(zz TTT −⋅γ+−⋅γ+= 01 &&&&&&  

Силы Рi могут быть найдены подстановкой ускорений zyx &&&&&& ,,  из уравнений 

(6.6) в уравнения движения (6.5) и реализуют движение по заданному закону: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) iiTTT

TTTTTTi

qm
q

z
mgzzzzzm

q

y
yyyyym

q

x
)xx()xx(xmP
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∂
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+
∂
∂−γ+−γ++

∂
∂−γ+−γ+=

01

0101

(6.7) 

Зададим закон движения исполнительного звена:   

)sin(15,0(t)  ),sin(12,0)(  t),sin(1,0)( tzttytx TTT ω⋅=ω⋅=ω⋅= . 

Зададим массу выходного звена с грузом 5 кг, массу входных звеньев 1кг, при 

частоте ω=15 рад/c. 

В результате численного моделирования движения механизма по заданному 

закону без учета обратных связей ( 00 =γ , 01 =γ ) показано изменение ошибки по 

положению. Графики изменения ошибки показан на рис.6.1, 6.2. 

Управление, не учитывающее обратные связи системы, не удовлетворяет 

требованиям осуществления назначенного закона изменения координат и скорости 

с заданной точностью, так как неизбежные погрешности в вычислении силы при-

ведут в результате интегрирования дифференциального уравнения второго порядка 

к быстрому накоплению ошибок. Следовательно, возникает необходимость по-

строения управления движением механизма с введением обратных связей по поло-
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жению и скорости. 

 Рассмотрим движение с обратной связью. Зададим коэффициент демпфиро-

вания
2

2=ζ  и время переходного процесса t=0,05 с. При этом постоянная вре-

мени будет равна 011,0≈τ  с, а коэффициенты обратной связи будут равны 

72000 =γ , 1201 =γ . Здесь не рассматриваем параметры двигателя и предельно до-

пустимые значения обобщенных сил. В этом случае закон изменения ускорения 

(6.6) принимает вид: 

)(7200120 xx)xx(xx TTT −⋅+−⋅+= &&&&&&  

)(7200120 yy)yy(yy TTT −⋅+−⋅+= &&&& ;   (6.8) 

)zz()zz(zz TTT −⋅+−⋅+= 7200120 &&&&&& , 

При движении с обратной связью график изменения ошибки, координаты, 

скорости и силы в приводе показаны на рис. 6.3, 6.4, 6.5. 

 

 
Рис.6.1. График изменения теоретической xT  координаты, фактической x координаты, 

ошибки положения ∆x при управлении механизмом без обратной связи 
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Рис.6.2. График изменения ошибки ∆x, ∆y, ∆z при управлении механизмом без обратной 

связи 
 

 
Рис.6.3. График изменения ошибки координаты. 

 
Рис.6.4  График изменения фактической координаты x, y, z 
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Рис. 6.5 График изменения скорости выходного звена 

 
Рис.6.6 График изменения силы  в приводе 

 

Рассмотрим влияние частоты в законе движения на величину ошибки поло-

жения выходного звена. При выбранных коэффициентов обратной связи собст-

венная частота системы управления равна: 

60
4

2

1
00 =γ−γ=ω  рад/с. 

При частотах закона движения ω=10 рад/c, ω=20 рад/c, ω=40 рад/c, ω=60 

рад/c ошибка положения показана на рис.6.7, а закон изменения силы в приводах 

на рис.6.8. Таким образом, показано, что увеличение частоты в законах движения 

выходного звена приводит к возрастанию ошибки и усилия в приводах. 
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а)                                                          б) 

 
в)                                                            г) 

Рис. 6.7. График изменения ошибки положения    

а – ω=10 рад/c,   б – ω=20 рад/c ,   в – ω=40 рад/c,   г – ω=60 рад/c 

 
а)                                                                        б) 
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в)                                                            г)  

 
Рис. 6.8. График изменения сил в приводе  

а – ω=20 рад/c,  б – ω=30 рад/c,   в – ω=40 рад/c,  г – ω=60 рад/c 

 

Важным является вопрос, как влияет отклонение массы входного звена от 

массы входного звена модели. Рассмотрим два случая, когда массой входного 

звена в модели пренебрегали, т.е. принимали равной нулю и равной фактического 

массе. Графики отклонения выходного звена соответственно представлены  на 

рис. 6.9.  Как видно из полученных зависимостей, в предложенном алгоритме  

возможно пренебречь массой входного звена, т.к. разность в отклонениях в ошиб-

ке положения выходного звена не превышает 5%. 

 
а)                                                                   б) 

Рис. 6.9. График изменения ошибки  

а –  масса входных звеньев равна массе входных звеньев в модели  

б –  масса входных звеньев равна нулю 
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Рассмотрим случай, когда масса выходного звена не равна массе выходного 

звена в модели. Зададим массу выходного звена на 30% отличающуюся от массы 

выходного звена модели (рис.6.10). 

 

 
а)                                                              б) 

Рис.6.10. График изменения ошибки  

а – масса выходного звена равна массе выходного звена модели,  

б – масса выходного звена превышает массу выходного звена модели 20% 

 

Как видно из полученных зависимостей, при отклонении массы выходного 

звена робота от массы выходного звена модели в пределах 30% отклонение в 

ошибке положения не превышает 3%. 

Рассмотрим движение выходного звена по окружности, описываемое сле-

дующим законом движения: 

0)(  ),cos(10)(  ),sin(10)t( =ω⋅=ω⋅= tzt,tyt,x TTT . 

Длительность цикла составляет 0,20 с, при частоте ω=45  рад/c. На графиках 

показано изменение ошибки положения (рис.6.11 а), траектория движения выход-

ного звена (рис.6.11 б), изменение сил в приводе (6.11 в) 



 225 

   
                                            а)                                                           б) 

 
в) 

Рис. 6.11 График изменения:  

а – ошибки положения выходного звена,  

б – траектории движения выходного звена,  в – сил в приводах 

 

Таким образом, представлена модель управления поступательно-

направляющим механизмом. Показано, что одним из важных критериев является 

абсолютная величина ошибки положения выходного звена. Рассмотрены примеры 

влияния точности при отклонения механизма от модели, а также влияние собст-

венной частоты ошибки от частоты закона движения. 
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6.3. Управление сферическим механизмом 

 

В рассматриваемом механизме (рис.4.13) каждое входное звено цепи соеди-

нено с двигателем. Выходное звено представляет собой платформу, которая вра-

щается вокруг трех осей, пересекающихся в точке О.  

Выходному звену механизма поставим в соответствие подвижную систему 

координат ξ, η, ζ, оси которой расположены по главным центральным осям инер-

ции этого звена. При нулевых значениях углов ориентации (α=β=γ=0) направле-

ние осей ξ, η, ζ совпадают с направлениями осей соответственно х, у, z. 

Кроме того, в данном случае одна кинематическая пара e’i2, входящая в эк-

вивалентный механизм (рис.4.11), заменяет три вращательные пары ei2 ei3 ei4, вхо-

дящие в исходный механизм. Отметим, что при нулевых углах ориентации имеет 

место соотношение e11=e’32=e23. Для остальных кинематических цепей имеются 

аналогичные соотношения.  

Уравнение движения сферического механизма с тремя степенями свободы имеет 

вид: 
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   (6.9) 

где ηξ = JJ , ζJ  – моменты инерции относительно осей ξ,  η, ζ 

321 ,, MMM  – моменты в приводах; 

ξϕ∂
ϕ∂ ij  – переменные коэффициенты; 

ξϕ&& , ξϕ& , ηϕ&& , ηϕ&  ζϕ&& , ζϕ&  – проекции ускорений и скоростей на  оси ξ,  η, ζ. 
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Рис.6.12  Сферический механизм с тремя степенями свободы 

и тремя кинематическими парами 
 

 Система уравнений для трех кинематических цепей имеет вид: 
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где ζηξ ωωω ,, – угловые скорости выходного звена вокруг осей ξ, η, ζ 

000 ,, ζηξ iii rrr – координаты моментной части i-го силового винта. 

Тогда переменные коэффициенты, стоящие перед значениями моментов М, мож-

но определить из уравнения (6.10) следующим образом: 
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Соотношение между угловыми скоростями в подвижной системе координат ξω , 

ηω , ζω  и скоростями изменения углов α& , β& , γ&  равны: 
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β
α⋅β⋅ω+β⋅α⋅ω+β⋅ω

=α ζηξ

cos

cossinsinsincos
& ; 

α⋅ω−α⋅ω=β ζη sincos& ;     (6.11) 

β
α⋅ω+α⋅ω

= ζη

cos

cossin
γ& . 

Зададим требуемое движение выходного звена в виде закона изменения ко-

ординат: )(  ),(  ),( ttt TTT γβα . Требуемые скорости )(  ),(  ),( ttt TTT γβα &&&  и ускорения 

)(  ),(  ),( ttt TTT γβα &&&&&&  получаем после дифференцирования. Задача управления состо-

ит в минимизации ошибки по координате: 

)()()(∆1 ttt T α−α= , )()()(∆2 ttt T β−β= , )()()(∆3 ttt T γ−γ= , 

по скорости:  

)()()(∆1 ttt T α−α= &&& , )()()(∆2 ttt T β−β= &&& , )()()t(∆3 ttT γ−γ= &&& , 

по ускорению: 

)()()(∆1 ttt T α−α= &&&&&& , )()()(∆2 ttt T β−β= &&&&&& , )()()(∆3 ttt T γ−γ= &&&&&&  

где ( )tα , ( )tβ , ( )tγ  – фактические значения координат выходного звена. 

Проведем численное моделирование движения выходного звена механизма 

параллельной структуры по заданной траектории с помощью разработанного ал-

горитма оптимального управления движением.Зададим коэффициент демпфиро-

вания
2

2=ζ  и время переходного процесса t=0,05 с. При этом постоянная вре-

мени будет равна 011,0≈τ  с, а коэффициенты обратной связи будут равны 

72000 =γ , 1201 =γ . Для упрощения пренебрегаем массой входных звеньев и си-

лой веса. Здесь не рассматриваем параметры двигателя и предельно допустимые 

значения обобщенных сил. 

Закон изменения ускорения соответствует колебательному звену: 

α)(αγ)αα(γαα T0T1T −⋅+−⋅+= &&&&&& ; 

       β)(βγ)ββ(γββ T0T1T −⋅+−⋅+= &&&&&& ;    (6.12) 

γ)(γγ)γγ(γ T0T1T −⋅+−⋅+γ=γ &&&&&& . 
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Из уравнений (6.9) выразим моменты Мi. В полученные выражения моментов 

подставляем значения ускорений γβα &&&&&& ,,  из уравнений (6.12).  

Зададим закон движения исполнительного звена: 

)sin(1,0)( ttT ω⋅=α ; )sin(12,0)(  ttT ω⋅=β ; )sin(ω15,0)( ttT ⋅=γ  

Дифференциальные уравнения ускорения (6.12) принимают вид: 

            )( α−α⋅+α−α⋅+α=α TTT 7200)(120 &&&&&&  

)( β−β⋅+β−β⋅+β=β TTT 7200)(120 &&&&&&     (6.13) 

      )(7200)(120 TTT γ−γ⋅+γ−γ⋅+γ=γ &&&&&&  

При движении с обратной связью графики изменений ошибки положения,  

момента в приводе показаны на рис. 6.13, 6.14. 

 
Рис.6.13. График изменения ошибки положения ∆α, ∆β, ∆γ выходного звена 

 
Рис.6.14 График изменения моментов в приводе 
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Таким образом, представлен алгоритм управления сферическим механиз-

мом параллельной структуры с тремя степенями свободы, обеспечивающий ми-

нимизацию ошибки по координате, скорости ускорению 

 

6.4. Управление механизмом при переходе через особое положение 

 

В механизмах параллельной структуры могут проявляться особые положе-

ния внутри рабочей зоны, в которых или теряется степень свободы, или происхо-

дит потеря управляемости. Вблизи особых положений у манипуляторов парал-

лельной структуры снижается нагрузочная способность.  

Для избежания потери управляемости можно предусмотреть дополнитель-

ные приводы, включающиеся при приближении к особому положению. Рассмот-

рим плоский механизм с двумя степенями свободы. Этот механизм предусмотрен 

в качестве устройства лазерной сварки и резки, где луч отклоняется системой 

двух зеркал (рис. 1 ) [26, 92]. 

 
Рис.6.15 Схема механизма лазерной резки 

 

В механизме ведущие звенья BD и CE (длинами L1) соединены с приводами, 

установленными на основании, а два других звена AB и AE (длиной L2) связаны 

шарнирно между собой, которые перемещают цепь, сопряженную с лазером. Эти 
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звенья перемещают кинематическую цепь AF, которая сопряжена с лазером, уста-

новленным на основании. Вдоль оси вращательной пары F расположена оптиче-

ская ось лазера. Луч отклоняется двумя зеркалами, расположенными в точках A, 

F. Рассматриваемый механизм состоит из пяти кинематических цепей. 

 При перемещении в приводах на элементарное расстояние соответственно 

21, qq δδ имеем следующие уравнения динамики:  

011111

1

1

1

=δ+δ+δ
∂
∂+δ

∂
∂

qМqqJq
q

y
ymq

q

x
xm &&&&&& ; 

022222

2

2

2

=δ+δ+δ
∂
∂+δ

∂
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qМqqJq
q

y
ymq

q

x
xm &&&&&& ;   (6.14) 

где J – моменты инерции входных звеньев соответствующих цепей, m – масса вы-

ходного звена; 

iq

x

∂
∂

– переменные коэффициенты. 

Для численного моделирования движения составим также уравнение движение  в 

следующем виде (при перемещении выходного звена на расстояния yx δδ , ): 
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Уравнения связей можно представить системой уравнений в общем виде: 

( ) ( ) 0)sin()cos( 2

11

2

11

2

21 =−⋅+−−⋅+−= yqLyxqLxLF cc  

( ) ( ) 0)sin()cos( 2

21

2

21

2

22 =−⋅+−−⋅+−= yqLyxqLxLF DD
; (6.16) 

где (xD, yD), (xC, yC) – координаты точек D, C , в которых расположены приводы;  

L1, L2 – длины звеньев; 

q1, q2 – углы в приводах; 

(x, y) – координаты выходного звена.  

Из кинематического уравнения выразим q1 ,q2: 
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2
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Особые положения могут быть определены исследованием свойств матриц Якоби, 

составленных из уравнений связи. Уравнение скоростей запишем в виде: 

)q((B)(V)A) &⋅−=⋅(      (6.17) 

где V – скорости выходного звена, q&⋅  – скорости входных звеньев. 
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В особых положениях определитель одной из матриц А или В равен нулю. Так 

например, одним из особых положений является точка с координатами                

(0; 






 −
⋅

1

2
1 sin

L

xL
L D ). В этой точке звенья механизма выстраиваются в одну линию 

(рис. 3), а определитель матрицы А равен нулю. Зададим коэффициент демпфиро-

вания 
2
2=ζ  и время переходного процесса t=0,05 с. При этом постоянная вре-

мени будет равна τ≈0,11 с, а коэффициенты обратной связи будут равны γ0=7200, 

γ1=120. Для упрощения пренебрегаем массой входных звеньев и силой веса. Здесь 

не рассматриваем параметры двигателя и предельно допустимые значения обоб-

щенных сил. 

Закон изменения ускорения описывается системой уравнений: 
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)()( 01 xxxxxx TTT −⋅γ+−⋅γ+= &&&&&& ; 

   )()( 01 yyyyyy TTT −⋅γ+−⋅γ+= &&&&&&     (6.18) 

 
Рис. 6.16 Особое положение механизма 

 

Моменты Мi могут быть найдены подстановкой ускорений yx &&&& ,  из уравнений 

(6.16) в уравнения движения (6.12) и реализуют движение по заданному закону: 

( ) ( ) ( )( ) iiTTTTTTi qJ
q

y
yyyyym

q

x
xxxxxmМ &&&&&&&&&& +

∂
∂−γ+−γ++

∂
∂−γ+−γ+= 0101 )()(         (6.19) 

Зададим закон движения x=0; t)sin(1015,0 ⋅⋅=y ; массу выходного звена 

m=10 кг, длины звеньев L1=L1=0,2 м, координаты точек D, C соответственно                       

(-0,3; 0), (0,3; 0). 

В результате численного моделирования движения механизма по заданному 

закону получены значения моментов в приводах (рис.3 а,б). 

 
а) 
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б) 

Рис.6.17  График изменения сил в приводе в первом особом положении 

а – при t=0 – 1 c,  

б – при t=0 – 0,1 c 

 

Точка особого положения имеет координаты (0; 0,1414 м). При приближе-

нии к особому положению происходит резкое увеличение момента в приводе, по-

этому необходимо предусмотреть перераспределение нагрузки с учетом дополни-

тельных приводов. Дополнительный привод располагаем в точках В, Е.  

В этом случае задача о положении записывается следующим образом: 
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( )( ) ( ) ( )22

221
2
2

2
12 cos2 cc yyxxLLLLF −−−−ϕ−+=∗    (6.20) 

Выразим 21, ϕϕ  из уравнения задачи о положении: 
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При перемещении в приводах на элементарное расстояние соответственно 

21,δϕδϕ имеем следующие уравнения движения:  
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где – J – моменты инерции входных звеньев соответствующих цепей, m – масса 

выходного звена,  

i

x

ϕ∂
∂

; 
i

y

ϕ∂
∂

– переменные коэффициенты, 

*
2

*
1 ,MM  – моменты в дополнительных приводах, Н·м 

Переменные коэффициенты можно определить следующим образом: 
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Используя принцип возможных перемещений (перемещения на расстояния  

yx δδ , ) соответственно имеем уравнения движения: 
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 определяются из 

дифференцирования уравнения связей (6.15): 
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Моменты в дополнительных приводах могут быть найдены подстановкой  уско-

рений yx &&&& ,  из уравнений (6.18) в уравнения движения (6.21). 

В рассматриваемом примере при приближении к особому положению при 

t=0,04 с происходит резкое увеличение момента в основном приводе, а при t=0,06 

с происходит резкое уменьшение момента до допустимой величины. На этом ин-
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тервале времени происходит отключение основного привода и включение допол-

нительного. Значения моментов в дополнительном приводе показаны на рис 6.18. 

 
Рис. 6.18 График изменения моментов дополнительного привода 

 1 – *

1М ,  2 – *

2M  

 

Таким образом, показано, что при приближении к особому положению ме-

ханизма должно происходить отключение двух основных приводов и включение 

двух дополнительных. После выхода из особого положения происходит выклю-

чение дополнительных приводов и включение основных. Таким образом, допол-

нительные приводы позволяют избежать перегрузок двигателей  и избежать поте-

рю управляемости. 

 

 

Выводы по главе 6 

 

1. Предложен алгоритм управления манипуляционными механизмами па-

раллельной структуры с тремя степенями свободы. Этот алгоритм основан на ми-

нимизации ошибки по положению, скорости, ускорению.  
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2. Показано, что одним из важных критериев является абсолютная величина 

ошибки положения выходного звена 

3. Без учета обратных связей происходит нарастание ошибки по положе-

нию. Поэтому необходимо построение управления движением механизма с введе-

нием обратных связей по положению и скорости. Отклонения значений обобщен-

ных координат, зависят от начальных возмущений и обусловливают высокую по-

грешность отслеживания назначенной траектории.  

4. Выбор коэффициентов обратной связи основан на решении дифференциаль-

ного уравнения динамической ошибки и параметров переходного процесса, что 

обеспечивает устойчивость и минимизации ошибки по положению, скорости и 

ускорения 

5. Закон управления, построенный на основе решения обратной задачи дина-

мики и учитывающий обратные связи по положению и скорости, отвечает требо-

ваниям оптимального управления движения механизма по заданной траектории. 

Закон ошибки описывается колебательным звеном. На основе численного моде-

лирования движения механизма параллельной структуры по заданной траектории 

проверена эффективность разработанного алгоритма оптимального управления 

для механизмов различных классов.  

6. Этот алгоритм апробирован также на плоском механизме параллельной 

структуры при пересечении особых положений. В механизмах параллельной 

структуры, имеющих в рабочей зоне особые положения, необходимо предусмат-

ривать дополнительные приводы для вывода из особых положений. Момент 

включения дополнительного двигателя не оказывает существенного влияния на 

характер поведения динамической ошибки. 

7. Исследовано влияние точности при отклонении механизма от модели, а так-

же влияние собственной частоты уравнения ошибки от частоты закона движения. 

При решении задачи управления можно пренебречь массой входных звеньев (при 

условии, что масса входных звеньев составляет не более 30% от массы выход-

ных). Ошибка положения в этом случае не превышает 5% от точности управления 

модели. 
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ГЛАВА 7. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ПРОВЕРКА  

РАБОТОСПОСОБНОСТИ РАЗРАБОТАННЫХ МАНИПУЛЯТОРОВ  

И ПЕРСПЕКТИВЫ ИХ ВНЕДРЕНИЯ. 

 

 

В данной главе рассмотрены экспериментальные модели манипуляционных меха-

низмов, их конструкции, а также исследованы свойства. Представлены возмож-

ные их применения в различных отраслях промышленности.  

 

7.1. Конструирование экспериментальных образцов 

 

При создании физической модели за прототип взят механизм с тремя кине-

матическими цепями и с тремя приводами. Промежуточные звенья соединены 

вращательными парами, а с выходным звеном соединены сферическими парами. 

 
Рис. 7.1 Кинематическая схема плоского механизма 

 

Модель выполнена из неподвижной рамной конструкции, подвижной плат-

формы и трех кинематических цепей (рис.7.2). Для управления перемещением 

подвижной платформы в плоскости установлены  три вращательных двигателя на 
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неподвижном основании, что уменьшает массу и размер подвижных звеньев [129, 

132, 133]. 

В представленной модели выходное звено представляет собой цилиндриче-

скую пластину из алюминиевого сплава диаметром 55 мм и толщиной 4 мм, вы-

полненной из алюминиевого сплава. Конструкция выходного звена манипуляци-

онного механизма представлена на (рис. 7.3). Соединенные с ним промежуточные 

звенья выполнены из алюминиевого прутка круглого сечения диаметром 8 мм и 

длиной 130 мм. Вертикально расположенные направляющие стержни сделаны из 

стального прутка квадратного сечения 8х8 и длиной 500 мм и расположены на 

расстоянии 350 мм друг от друга. 

         
Рис. 7.2 Общий вид  модели плоского механизма 

   
Рис. 7.3 Конструкция выходного звена 

 

Выходное звено соединено тремя промежуточными звеньями посредством 

вращательных кинематических пар. Выходной вал каждого из трех двигателей 
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вращательного перемещения сопряжен посредством зубчатой передачи с соответ-

ствующей штангой (рис.7.4). Цилиндрическая передача состоит из двух зубчатых 

колес с модулем m=1 мм, числом зубьев z1=15, z2=67.  

 
Рис.7.4 Зубчатая передача 

Выходное звено соединено с промежуточными звеньями с помощью сферических 

пар (рис. 7.5). 

 
Рис. 7.5. Сферическая пара, соединяющая выходное и промежуточные звенья 

 

Промежуточные звенья соединены с выходным звеном сферическими шар-

нирными парами. Конструкция таких пар представлена на рис.7.6. Чертеж вы-

ходной платформы показан на рис.7.7. Общий вид промежуточного звена изо-

бражен на рис. 7.8. 
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Рис.7.6. Корпус сферического шарнира 

 
Рис.7.7. Платформа выходного звена 
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Рис.7.8 Общий вид промежуточного звена 

 

При создании физических моделей поступательно-направляющих механиз-

мов прототипами являлись механизм с пятью вращательными парами 3RRRRR 

(рис.7.9 а) и механизм с параллелограммами в каждой цепи 3PPaPa (рис. 7.9.б). 

  

а)                                                                                                   б) 

Рис. 7.9 Кинематическая схема поступательно-направляющего механизма 

а– 3RRRRR, б – PPaPa 

Ø 12 

Промежуточное звено 
L=110 мм 

 

Соединение промежу-
точного звена и вы-
ходной платформы 
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Звенья механизма изготовлены из алюминиевого стрежня диаметром 6 мм и 

следующими длинами: входное звено l=0,265 м, промежуточные звенья l1=0,105 

м. (рис.7.10) [72]. 

Массы звеньев механизма составляют: масса входного звена  m1=0,050 кг, 

массы промежуточных звеньев m=0,025 кг. Общая масса металлоконструкции ме-

ханизма без масс опорной стойки, приводных двигателей и деталей зубчатых пе-

редач составила примерно 0,4Mm =  кг. 

В качестве приводов в физической модели используются шаговые двигатели  

PL42H48-2.4-4 с номинальным паспортным моментом удержания 0,54 Н·м и угло-

вым шагом 1,8 градуса, соединенные с входными звеньями цилиндрической пере-

дачи, состоящей из колес с модулем m=1 мм, числом зубьев z1=15, z2=67. Выходное 

звено выполнено в виде платформы.  

 

   
Рис. 7.10 Физическая демонстрационная модель манипулятора 

Конструкция поступательно-направляющего механизма 3РРаРа с шарнирными 

параллелограммами представлена на рис. 7.11. 
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Рис. 7.11 Поступательно-направляющий механизм 

 

Шарнирное соединение звеньев параллелограмма показано на рис. 7.12. 

Конструктивное решение кинематических цепей, звеньев параллелограмма, со-

единения входного звена показаны на рис. 7.13, 7.14, 7.15. 

   
Рис.7.12 Шарнирное соединение звеньев параллелограмма 
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Рис.7.13 Конструкция кинематической цепи 

 

 
Рис.7.14 Промежуточное звено параллелограмма 
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Рис.7.15 Соединение выходного звена с параллелограммами 

 

При создании физической модели сферического механизма прототипом яв-

ляется сферический механизм с тремя степенями свободы, с тремя приводами 

2RRRU, RU (рис.7.16). Первая и вторая кинематические цепи содержат по два 

звена, соединенных вращательными парами, а с выходным звеном соединены 

универсальным шарниром. Третья кинематическая цепь соединена с приводом 

универсальным шарниром. 
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Рис.7.16. Кинематическая схема сферического механизма 

 

 В представленном прототипе входные звенья первой и второй кинематиче-

ской цепей, соединены с валом двигателя, и выполнены из алюминиевого стержня 

диаметром 6 мм. Два промежуточных звена первой и второй цепей выполнены из 

стержня диаметром 4 мм (шпилька) длинной 50-70 мм, что позволяет подобрать 

нужную длину (рис. 7.17). 

 
Рис.7.17. Конструкция сферического механизма 
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Промежуточные звенья соединены между собой подшипниковыми узлами, вы-

полненных в виде шестигранников (рис.7.18). В этом узле использован одноряд-

ный упорный подшипник (внутренний диаметр 3 мм, наружный диаметр 10 мм, 

толщина 4 мм) (рис.7.19). Корпус узла выполнен из латунных шестигранников.  

  
Рис. 7.18. Промежуточные вращательные пары 

 

  
Рис. 7.19. Конструкция подшипникового узла 

 

В каждом шестиграннике также имеется боковая резьба для соединения с 

элементами звеньев диаметром 4 мм, которые при фиксации затягиваются гровер-

гайкой диаметром 4 мм. На оси третьей кинематической цепи расположены пер-

пендикулярно относительно оси Z два универсальных шарнира (рис.7.20). 
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Рис. 7.20. Выходное звено 

 

В универсальном шарнире использован шариковый однорядный подшипник 

внутренним диаметром 8 мм, наружным диаметром 16 мм, толщиной 5 мм. Вход-

ное звено третьей кинематической цепи соединено с приводом с помощью уни-

версального шарнира (рис. 7.21). Он представляет собой куб с длиной 9 мм со 

сквозной резьбой диаметром 3 мм и две полукруглые скобы наружным диаметром 

15 мм с боковыми отверстиями диаметрами 3 мм под полые винты и отверстием с 

резьбой диаметром 4 мм для возможности крепления с валом и фиксацией гровер-

гайкой. 

Чертеж первой и второй кинематических цепей представлен на рис. 7.22, 

чертеж третьей кинематической цепи показан на рис. 7.23. 
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Рис. 7.21 Привод третьей кинематической цепи 

 

 

 

Рис. 7.22 Чертеж первой и второй кинематических цепей 
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Рис. 7.23 Чертеж третьей кинематической цепи 
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7.2. Экспериментальное исследование механизмов 

 

При исследовании механизмов были определены некоторые свойства меха-

низмов. Так, для  плоского механизма были определены рабочая зона, углы пово-

рота платформы, особые положения, повторяемость. В ходе проведенных экспе-

риментов были получены следующие технические характеристики манипулятора: 

 

- Повторяемость, мм…………………………………………………..0,5 

 - Максимальное расстояние  

    от центра платформы, мм …………………………………………280 

- Максимальный угол поворота подвижной платформы 

 вокруг оси вращения, град ……………………………………….210 

-  Габаритные размеры макета вместе с блоком управления, мм: 

- длина …………….…………………………………….420 

- ширина ….……………………………………………..420 

- высота …………………………………………………800 

- Общая масса, кг …………………………………………………10,2 

- Тип электродвигателей: 

три шаговых электродвигателя  PL42H48-2.4-4 

- Число одновременно управляемых координат…………………3 

- Напряжение, В……………………………………………………220 

 

Особые положения механизма представлены на рис.7.24. 
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Рис. 7.24 Особые положение  

 

При определении повторяемости, которая в робототехнике является одной 

из наиболее важных характеристик, была применена следующая методика. Были 

использованы индикаторы перемещения механического типа с ценой деления 0,01 

мм. Затем выходное звено выводится в другую позицию и приводам дается ко-

манда возвращения в исходное положение. Отклонение между первоначальным 

положением и тем, что достигнуто после указанных движений регистрируется. 

Этот эксперимент проводится многократно. На основании указанного подхода 

можно определить максимальное отклонение от заданного положения и среднюю 

ошибку. Для исследованного робота параллельной структуры повторяемость со-

ставила около 0,5 мм. 
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При определении точности движения по траектории использовалась сле-

дующий подход. Траектория была задана в виде прямой линии, вдоль которой 

должно двигаться выходное звено, сохраняя постоянную ориентацию. На выход-

ном звене перпендикулярно прямой линии устанавливался индикатор перемеще-

ния, выполненный таким образом, чтобы он не сбрасывал максимальное отклоне-

ние. Таким образом, можно определить максимум отклонения от траектории. 

Можно воспользоваться также индикатором с цифровой индикацией, тогда можно 

вывести график изменения ошибки по траектории. Для данного робота макси-

мальное отклонение составило 0,7 мм. Отметим, что все натурные образцы робо-

тов параллельной структуры были выполнены в лаборатории МГУДТ с соблюде-

нием невысоких требований по точности изготовления деталей. При усилении 

требований изготовления деталей точность роботов существенно возрастет. 

Для поступательно-направляющих механизмов была определена грузоподъ-

емность, исследована рабочая зона (рис. 7.25, 7.26). 

 

   
Рис. 7.25. Положения выходного звена в различных положениях рабочей зоны 
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Рис. 7.26. Оценка грузоподъёмности манипулятора с грузом массой 3 кг 

 

Экспериментальные исследования физической модели показали: 

- выходное звено совершает поступательные движения. 

- при определении границ рабочего пространства модели манипулятора 

максимальные значения перемещения вдоль горизонтальных осей составили 170 

мм, а максимальное вертикальное перемещение 160 мм.   

Для поступательно-направляющего механизма 3РРаРа были определены 

размеры рабочей зоны и исследованы особые положения (рис. 7.27). Эксперимен-

тальные исследования физической модели показали, что выходное звено совер-

шает поступательные движения. При определении границ рабочего пространства 

модели манипулятора максимальные значения перемещений центра её грузовой 

платформы вдоль осей координат составили 700 мм, а максимальные значение 

перемещения вдоль вертикальной оси 700 мм.  
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Рис. 7.27 Особые положения механизма 

 

Таким образом, результаты экспериментальных исследований физической 

модели манипулятора в целом подтверждают работоспособность предложенной 

конструкции.  

 

7.3. Применения механизмов 

 

Синтезированные механизмы в силу их преимуществ могут иметь широкие 

возможности применения в текстильной и легкой промышленности [120, 121, 125, 

129]. Так, например, в прядильном производстве робот должен не только транс-

портировать бобины, но и взаимодействовать с технологическим оборудованием, 

что накладывает ограничения на конструкцию и его габариты. Робот должен быть 

компактным, легко и быстро перемещаться в рабочей зоне, а для обслуживания 

нескольких машин иметь возможность перемещения по транспортной линии, т.е. 

совершать операции погрузки-выгрузки (съема-установки) и транспортировки 

объектов. В прядильном производстве это операции упаковки и пакетирования 
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бобин с нитями и пряжей, смены наработанных тазов с лентой. В зависимости от 

требований схват может быть выполнен в различных исполнениях.  

На пневмомеханических прядильных машинах наполненные бобины нахо-

дятся сверху машины. Поэтому робот должен перемещается по транспортным ли-

ниям, проложенным под потолком. Например, для транспортировки грузов осно-

вание манипуляционного механизма можно установить на рельсовых путях (рис. 

7.28).  

Предлагаемый плоский механизм с тремя степенями свободы может приме-

няться для обеспечения связи между оборудованием, технологическими комплек-

сами и технологическими переходами, а также для обслуживания автоматизиро-

ванных складов, что очень важно в гибких производственных системах.  

.  

Рис. 7.28 Плоский механизм в различных исполнениях 

 

Также одним из возможных применений плоского механизма с тремя степе-

нями свободы могут быть раскройные операции в швейном производстве (рис. 

7.29). Учитывая возможность поворота режущего инструмента вокруг оси, можно 

осуществлять раскрой по криволинейной траектории. Режущим инструментом 

может быть ножи, резаки, фрезы 
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Рис. 7.29 Раскройные операции с применением плоского механизма. 

 

Плоский механизм (рис. 7.30) с двумя степенями свободы может приме-

няться в оборудовании контроля качества текстильных материалов, в установках 

нанесения текстур и объемных изображений. Объемные изображения могут нано-

ситься по принципу удаления вещества с поверхности лазерным импульсом. 

 
Рис. 7.30 Плоский лазерный механизм для нанесения объемных изображений 

 

Поступательно-направляющие механизмы могут использоваться в качестве 

устройства для перемещения измерительного щупа, сварочного электрода, для 
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обработки плоских объектов, а также в иглопробивных машинах для соединения 

нетканых материалов (рис. 7.31). 

 
Рис. 7.31 Механизм для обработки плоских объектов. 

 

На предприятиях кожевенно-обувной промышленности одним из примене-

ний может быть операция обработки низа обуви, его шершевания, где исполни-

тельный орган перемещается по сложной пространственной траектории 

(рис.7.32)., для перекладки обувных изделий с транспортера на рабочий стол опе-

ратора в робототехническом комплексе для литья низа обуви, а также ряде вспо-

могательных операций. 

Учитывая, что приводы расположены на внешней поверхности по отноше-

нию к конструкции механизма и выходного звена, т.е. отделены от агрессивной и 

токсичной среды, возможно применение в красильно-отделочном производстве и 

производстве химических волокон. 
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Рис. 7.32 Обработка низа обуви 

 

В шелкографии необходимо использовать два манипуляционных механизма 

(рис. 7.33). Один поступательно-направляющий механизм обеспечивает продав-

ливания краски на запечатываемый материал, другой обеспечивает перемещение 

стола с материалом. Это представляет собой механизмы относительного манипу-

лирования.  

 
Рис.7.33  Операция шелкографии 
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Механизмы параллельной структуры могут быть применены в устройствах 

телескопов в качестве механизма поворота для наведения и вращения радиолока-

ционных антенн. Причем могут быть использованы как сферические механизмы, 

так и механизмы с шестью степенями свободы (рис. 7.34). 

 

    

а)     б)     в) 

Рис.7.34 Устройства ориентации антенны. 

а – механизм с шестью степенями  свободы,  

б, в – сферический механизм в различных исполнениях 

 

При модернизации производства возрастает необходимость создания уст-

ройств, обладающих высокой скоростью точность, низкой себестоимостью, на-

дежностью, возможностью полной замены человеческого труда в недоступных 

местах, какими обладают манипуляционные механизмы параллельной структуры.   

Приведенные примеры показывают возможное широкое применение мани-

пуляторов параллельной структуры на предприятиях текстильной и легкой про-

мышленности и других отраслях.  
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Выводы по главе 7 

 

1. В данной главе представлены экспериментальные конструкции исследуемых 

механизмов параллельной структуры с тремя степенями свободы различных клас-

сов, чертежи узлов и отдельных элементов. 

2. Показано, что механизмы параллельной структуры являются простыми конст-

рукциями, с возможностями унификации, приводы расположены на основании, 

что позволяет выбирать двигатели с большой мощностью. 

3. Были проведены исследования свойств механизмов – рабочая зона, особые по-

ложения, повторяемость, грузоподъемность Результаты экспериментальных ис-

следований физических моделей манипуляторов в целом подтвердили работоспо-

собность предложенных конструкций. Результаты экспериментов совпадают с ре-

зультатами расчетов, что позволяет разработать рекомендации по проектирова-

нию механизмов. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В результате анализа парка роботов, применяемых в текстильной и легкой 

промышленности и выполняемых ими операций, установлено, что наиболее вос-

требованными являются устройства, выполняющие плоские, поступательные и 

вращательные движения.  

На основе принципов структурно-параметрического синтеза предложены 

схемы механизмов различных классов: плоских, поступательно-направляющих и 

сферических. Установлено, что механизмы параллельной структуры могут быть 

получены либо путем присоединения кинематических цепей, налагающих повто-

ряющиеся связи, либо путем присоединения кинематических цепей, налагающих 

различные связи и отбирающие по одной степени свободы. 

Разработана методика комплексного решения задачи кинематики с учетом 

сингулярностей и точности. Установлено, что методика линейной теории точно-

сти позволяет определить ошибки положения выходного звена механизмов па-

раллельной структуры с учетом неточностей изготовления звеньев. Данный вывод 

был проверен на основе нелинейной теории точности. 

Установлено, что при проведении кинематического и динамического анали-

за плоские, поступательно-направляющие и сферические механизмы с пятью ки-

нематическими парами в каждой кинематической цепи могут быть заменены эк-

вивалентными с тремя кинематическими парами в каждой цепи. 

Предложен новый динамический критерий близости к особым положениям 

механизмов через частотные характеристики. При приближении к особым поло-

жениям первая собственная частота уменьшается в десятки и сотни раз, что свя-

зано с уменьшением жесткости по одной степени свободы.  

Разработан алгоритм управления механизмами параллельной структуры, 

обеспечивающий минимизацию ошибки по координате, скорости и ускорению, а 

также устойчивое движение по заданному закону. При управлении механизмом в 

области особых положений предложено использовать дополнительные приводы. 

При приближении к особым положениям основные приводы отключаются и 
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включаются дополнительные. После выхода из особого положения происходит 

выключение дополнительных приводов и включение основных. Таким образом, 

дополнительные приводы позволяют избежать перегрузок основных приводов и 

исключить  потерю управляемости. 

Показано, что в механизмах параллельной структуры существует динамиче-

ское взаимовлияние между степенями свободы. Усилие в каждом приводе зависит 

от положения, скорости и ускорения движения по другим координатам. Этот эф-

фект был проверен на примере нелинейных колебаний. 

Показано, что конструкция механизмов параллельной структуры обладает 

простотой и возможностями унификации. Это повышает надежность эксплуата-

ции данных технических систем и обеспечивает их ремонтопригодность. 
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